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LIBER SECUNDUS 


DE LINEIS CURVIS IN GENER 


1-Vuobiam quantitas variabilis eft magnitudo in genere tab. I. 
conliderata omnes quantitates determinatas in fe compledens, Fig. i. 
in Geometria hujufmodi quantitas variabilis convenientiflime 
reprxfentabitur per lineam redam indefinitam RS. Cum enim 
in linea indefinita magnitudinem quamcunque determinatam 
abfcindere liceat , ea pariter ac quantitas variabilis eandem 
quantitatis ideam menti offert. Primum igitur , in linea in- 
definita RS pundum affiimi debet A, unde magnitudines 
determinata: ablcindenda: initium fumere cenfeantur ; ficque 
portio determinata AP rcprxfentabit valorem determinatum 
in quantitate variabili coniprehcnfum. 

i. Sit igitur x quantitas variabilis , qux per redam inde- 
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4 DE LINEIS CURVIS 

I.ib. II. finitam R S repncfentetur , atque manifeftum eft omnes valoris 
‘ determinatos iplius x , qui quidem fint reales , per portiones 

in reda R S abfcindendas repra:fentari pofte. Silicet , fi punc- 
tum P in ipfo puncto A capiatur, intervallum AP evanefcens 
exhibebit valorem x=o; quo magis autem punftum P ab 
A removetur , eo major valor determinatus ipfius x intervallo 
AP reprafentabitur. 

Vocantur autem hxc intervalla AP , Abscissa. 

Atque ideo Abfciflae exhibent variabilis x valores deter- 
minatos. 

3. Quia vero refla RS indefinita utrinque ab A in infini- 
tum excurrit , utrinque etiam omnes ipfius x valores abfcindi 
poterunt. Quod fi autem valores affirmativos ipfius x ab A 
dextrorfum progrediendo abfcindanuis, intervalla Ap finifiror- 
fum abfcifia valores ipfius x negativos exhibebunt. Cum enim 
quo longius punftum P dextrorfum ab A difiat , intervallum 
AP eo majorem valorem ipfius x fignificet ; fic viciffim, quo 
magis punftum P finiftrorfum removetur, eo magis valor ip- 
fius x diminuetur ; atque , fi P ad A perveniat , omnino fiet 
x = o. Hanc ob rem fi P ulterius finiftrorfum removeatur , 
valores ipfius x nihilo minores , hoc eft negativi, denotabuntur, 
atque ideo intervalla Ap ab A finiftrorfum abfcilfa valores ip- 
fius x negativos exhibebunt , fi quidem intervalla A P dextror- 
fum funita valores affirmativos praebere fenfeantur. Arbitra- 
rium autem eft utra plaga ad valores affirmativos ipfius x de- 
fignandos eligatur : femper enim oppolita valores ipfius * ne- 
gativos continebit. 

Tas. T. 4. Cum igitur linea refla indefinita quantitatem variabilem 
F‘S- *• x exhibeat , videamus quomodo Funflio ipfius x quaccunque 
quam - commodiffime geometrice repraefentari queat. Sit y 
Funflio quaecunque ipfius x ; qua; ergo valorem detemina— 
tum induat , fi pro x valor determinatus fubftituatur. Sum- 
ta refla indefinita RAS ad valores ipfius x denotandos , cui- 
libet valori ipfius .v determinato AP normaliter applicetur 
reda PM valori ipfius j refpondeuti a- qualis, Scilicet , ii 


' Digitized by GoogI 


IN GENERE. y 

Valor ipfius y prodeat affirmativus, is fupra rectam RS condi- Ca 
tuatur, fin autem valor ipfius y negativus oriatur , is infra rec- 
tam RS normaliter applicetur. Sumtis enim valoribus ipfius 
y affirmativis fupra redam RS , evanefcentes in ipfam RS & 
negativi infra eam cadent. 

5. Figura ergo ejufmodi Fundionem ipfius x , proy exhi- 
bet , cjua:, polito x =0 , induat valorem affirmativum = AB , 
fin capiatur a* = AP , fit y = PM; fi x = AD , fit y = o , 
&,li fumatur x = AP , Fundioy accipit valorem negativum, 
ideoque normaliter applicata PM infra redam RS cadit. Si- 
mili modo valores ipfius y, qui valoribus negativis ipfius x 
refpondent , reprafentantur per applicatas fupra RS pofitas, 
fi lint affirmativi ; contra autem inlra redam RS conftitui de- 
bent , ut pm : fin autem, pro quapiam ipfius x valore , ut — 
x=AE,t\dt y =0, tum ibi longitudo Applicata; evanefcir. 

6 . Si igitur hoc modo pro omnibus valoribus determinaris 
ipfius x definiantur valores ipfius y refpondentes , ad fingula 
reda RS punda P conllituentur reda; normaliter applicat® 
PM valores Fimdicuis y exprimentes, harumque Applicata- 
rum PM alteri termini P in redam RS incident , alteri vero 
M vel fupra RS erunt pofni , fi valores ipfius y fuerint affir- 
mativi ; vel infra , fi fint negativi ; vel etiam in ipfam redam 
RS incident , fi evanefeant, uti evenit in pundis D & E. Sin- 
gula: ergo Applicatarum extremitates M repraifentabunt lineam 
quampiam , five redam , five curvam ; qua igitur hoc modo 
per Fundionent y determinabitur. Quare , qualibet ipfius x 
Fu» dio, hoc modo ad Geometriam tranllata , certam deter- 
minabit lineam , five redam five curvam , cujus natura a natur* 
Fundionis y pendebir. 

7. idoc autem modo linea curva , qua ex Functione y re— 
fultat , perfode cognofcitur ; quoniam omnia ejus punda ex Func- 
tione y determinantur ; in fingulis enim pundis P confiat lon- 
gitudo Applicata normalis PM , cujus extremum pundum M 
in linea curva fit politum , ficque omnia linea curva pund* 
ju veniuntur. Quoinodocunque autem liuea curva fuerit com- 
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parata , ex ejus fingulis punflis refla? normales ad reflam RS 
duci poliunt , licque obtinentur intervalla slP , qua; valores 
variabilis x exhibent , & longitudines Applicatarum PA 1 , 
quae valores Functionis y rcprxfcutant. Hinc nullum cut \ x 
extabir punflum , quod nen liac ratione per Funflionem y de- 
finiatur. 

8. Quanquam complures lines curva per motum punfli 
continuum mechanice delcribi poliunt , quo paflo tota lir.ca 
curva ftmul oculis offertur , tamen hanc linearum curvarum 
ex Funflionibus originem hic potiflimum contemplabimur, tan- 
quam magis analyticam latiufque patentem , atqiie r.d calculum 
magis accommodatam, Quxlibet ergo Fur.flio ipfius x fup- 
peditabit lineam quandam , five reflam five curvam , unde 
viciflim lineas curvas ad Funfliones revocare licebit. Cujufque 
ergo lines curva; natura exprimetur per ejufmodi Funflionem 
iplius x , qus , dum intervalla SlP ad qui perpendicula MP 
ex fingulis curvi punflis AI in reflam RS demittuntur , per 
variabilem x indicantur , exhibeat femper veram illius Appli- 
cat® Ai P longitudinem. 

9. Ex hac linearum curvarum idea flatim fequitnr ea- 
rum divido in continuas & difeontinuas feu mixtas. Linea fici— 
licet curva continua ita efl comparata , ut ejus natura per unam 
ipfiits x Funflionem definitam exprimatur. Quod fi autem 
linea curva ita fit comparata , ut varix ejus portiones BAI, 
AID , DM &c., per varias iplius x Funfliones exprimantur; 
ira ut , poflquam ex una Funftione portio BAI fuerit definita , 
tum ex alia Funflione portio AID deferibatur ; hujtirmodi li- 
neas curvas difeontinuas feu mixtas & irregulares appellamus : 
propterea quod non fecundum unam legem conflantem forman- 
tur , atque ex portionibus variarum curvarum continuarum 
componuntur. 

10. De curvis autem continuis in Geometria potiffimum eft 
fermo , atque infra oflendetur , qux curvx motu uniformi fe- 
cundum regulam quandam conflantem mechanice deferibuntur, 
eafdem quoque per unicam Funflionem exprimi , atque ideo 
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effe continuas. Sit igitur mEBMDM linea curva continua, Cap. I. 
cujus naturam contineat Funflio quaepiam ipfius x , qua: fit y ; 
atque manifeltum cd , fumtis valoribus ipfius x determinatis 
in reda RS , a pundto fixo A, tum valores ipfius y refpon- 
dentes pr*bere Applicatarum normalium P M longitudinem. 

11. In hac linearum curvarum explicatione nomina qu*dam 
funt tenenda , quorum frequentiflimus ufus exillit in doclrina 
de Lineis curvis. 

Primum igitur redla R S , in qua valores ipfius x abfein- 
duntur , vocatur Axis , feu linea redla direclrix. 

Pun6him A , a quo valores ipfius x menfurantur , dicitur 
initium Abjcijfarum. 

Portiones autem Axis A P , quibus determinati ipfius x va- 
lores indicantur, vocari folent Abscissae. 

Et perpendiculares P M , ex terminis Abfcijfamm M ad 
lineam curvam pertingentes , nomen Applicatarum 
obtinuerunt. 

Vocantur autem hoc cafu Applicat* normales feu orthago - ' 
nales , quia cum Axe angulum reclum conllituunt ; cum enim 
fimili modo Applicat* P M ad angulum obliquum cum Axe 
conditui polfint , hoc cafu Applicat* obliquangulx vocantur ; 
hic vero conftanter naturam curvarum per Applicatas ortho- 
gonales explicabimus , nifi exprellis verbis contrarium indicetur. 

n. Si igitur AbfcilTa qu*cunquc AP infigniatur per varia- 
bilem x, ut fit AP=x , tum FundVio y indicabit magnitudi- 
nem Applicat* P M, eritque P M=y. Natura igitur line* 
curv* , fi quidem fuerit continua , exprimetur per qualitatem 
Fun&ionis y , feu per rationem, qua y ex * & quantitatibus 
condantibus componitur. In Axe igitur RS erit portio AS 
locus Abfcilfarum affirmativarum ; portio AR locus Abfcif- 
farum negativarum ; tum vero fuprn Axem RS exfiftet regio 
Applicatarum affirmativarum , infra autem erit regio Applica- 
tarum negativarum. 

13. Cum igitur ex qualibet FuncHone ipfius x nafcatur 
linea curva continua , h*c etiam ex iila fundione cognofd 
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I.ib. II. atque deferibi poterit. Tribuantur enim primo ipfi x valeres 
affirmativi aoadeo ufque progrediendo , ac pro lingulis qu te- 
rantur valores Fundionis y refpondentes , quae per Applicatas , 
(it e furfum live deorfum porrectas , repratfententur , prout ca- 
lores habeant live affirmativos live negativos ; licque orietut 
portio curvae BMM. Deinde fimili modo ipli x tribuantur omnes 
valores negativi ab o ad — co progrediendo , & calores ip- 
fms y refpondentes determinabunt curvas portionem BEm, 
ficque univerfa linea curva in Fundione contenta exhibebitur. 

14. Quia elt y F unci io ipfius x ; vel y aequabitur Fundioui 
iplius x gxplicitae , vel dabitur aequatio inter x & y , qua y per 
x definitur : utroque cafu habebitur aequatio , quae dicitur na- 
turam curvas exprimere. Hanc ob rem natura cujufque linea: 
curvae per aequationem inter duas variabiles x & y exhibetur 5 
quarum altera x denotet Abfcifias in Axe a dato principio A 
fumtas ; altera vero y Applicatas ad Axem normales. Ablcillas 
autem & Applicatae conjundim confiderati appellantur Coor. 
dinatje orthogonales : hineque natura linei curvae per aequa- 
tionem inter Coordinatas orthogonales definiri dicitur , fi ha- 
beatur iquatio determinans, qualis Fundio ipfius x fit y. 

15. Cum igitur linearum curvarum cognitio ad Fundiones 
perducatur, tot varia linearum curvarum exiftent genera , quot 
fupra Fundionum efie vidimus. Ad modum ergo Fundionum 
lineae curva: aptilfime dividuntur in algclrdicas & tranfeendentes. 
Linea curva fcilicct erit algebraica , fi Applicata y fuerit Func- 
tio algebraica 'rpfius Abfciflx x ; feu , cum natura lineae curv ae 
exprimitur per aequationem algebraicam inter Coordinatas x 
& y , hujus generis lineae curv ae quoque geometrica v ocari folent. 
Linea curva autem tranfeendens efi , cujus natura exprimitur per 
fcquarionem tranfeendentem inter x & y; feu , ex qua fity Func- 
tio tranfeendens ipfius x. Haecque elt praecipua linearum cur- 
varum continuarum divifio , qua ex funt vel algebraica vel 
tranfeendentes, 

16. Ad lineam autem curvam ex data Fundione ipfius x , 
qua Applicata y exprimitur deferibendam , natura Fundionis, 

an 
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an fit uniformis , an multiformis probe eft attendenda. Tona- £ A >*■ F 
mus primo y efle I 'u udior. cm uniformem ipfius x , feu eflby " 
*= P , denotante P Fuudionem quamcunque uniformem ipfius 
x ; & quia ipfi x valorem quemvis determinatum tribuendo. 
Applicata y unum quoque valorem determinatum recipit, uni- 
cuique Ablcillx una refpondcbir Applicata & hanc ob remCurva 
ita erit comparata, ut , Ii in quovis Axis RS pundo P ducatur 
ad iplum normalis PM, ea femper Curvam fccct , idque 
in unico pundo M. Singulis ergo Axis pundis lingula rel- 
posdebunt Cun a; punda ; & , cum Axis utrinque in infini- 
tum extendatur. Cuna quoque utrinque in infinitum excur- 
ret’. Seu Curva ex tali Fundione orta continuo tradu utrin- 
que cum Axe in infinitum porrigetur , cujufniodi tradum fi- 
gura x exhibet , ubi linea curva m EBMDM utrinque fine 
ulla interruptione in infinitum excurrit. 

17. Sity Fundio biformis ipfius x, feu denotantibus litteris 
P & Q Fundiones ipfius x uniformes , fit yy = zPy — Q 

ut fit y=P+V(PP — Q). Unicuique igitur Ablciflse atTab. I. 
refpondebit duplex Applicata y , utraque exifiente vel reali vel Fig.j. 
imaginaria* prius fi P P > Q, pofterins fi P P < Q. Quamdiu 
ergo uterque valor ipfius y erit realis , Abfciffx A P duplex 
conveniet Applicata P M, PM , feu reda ad Axem in P nor- 
malis Cun am in duobus pundis M & M trajiciet. Ubi autem 
fit PP < Q, ibi AbfcifTac nulla convenit Applicata } feu nor- 
malis ad Axem his in locis Curva; nufquam occurret , ut fit 
in p. At cum antc cfiet PP l> Q, fieri non poterit PP <!Q, 
nili tranfeundo per cafiim PP = Q , qui erit limes inter Ap- 
plicatas reales & imaginarias. Ubi ergo Applicata; reales de- 
finunt, uti in C vel G , ibi fity = P 4 * o , lcu ambx Appli- 
cat® inter fe fiunt squales, ibique Curva curfum infledendo 
regredietur. 

18. Secundum Figuram apparet , dum Abfcifla negariva — x 
contineatur intra limites AC & A E , Applicatam y fieri ima- 
ginariam , efieque PP < Q : ultra E vero finillrorfum progre- 
diendo Applicat® iterum fiunt reales , quod fieri nequit nifi • * 

Eulcri Introduci, in Anal, injin. Tom, II, li 
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r io DE LINEIS CURVIS. 

Lib II. j n E fir PP—Q, ideoque amb* Applicat* conveniant. Tufti 
rurfus Abfcillis A P duplex Applicata Pm , Prn refpondet , donec 
ad G perveniatur , ubi h* du* Applicat* conveniunt , atque 
ultra G denuo fiunt imaginari*. Hujufmodi ergo linea curva 
conflare poterit ex partibus a fe invicem disjun&is ut MBDBM 
& Fm Hm duabus pluribufve : nihilo vero minus b* partes con- 
junclim confiderat* unam Curvam continuam feu regularem 
conflituere fun't cenfend* , quia b* fingul* partes ex una ea- 
dcmqtie Funelione nalcuntur. Ifl* ergo Curvat hanc haber.t 
proprietatem , ut, fi in lingulis Axis puniftis normaliter produ- 
cantur reclx MM, e* femper Curvam vel nufquam vel in 
duobus pundfis trajiciant ; nifi forte duo interfedionis pundla 
in unum coaltfcant , quod fit fi Applicat* per punCla-D, F , II , 
vel I ducantur. 

19. Si y fuerit Funcftio triformis ipfiusar, feu fi y per hu- 
jufmodi *quationem y' — Py‘ + Q y — R = o definiatur , 
exiftentibus P , Q & R Fundlionibus uniformibus ipfius x , 
tum pro quos is valore ipfius x Applicata 3' tres habebit va- 
lores , qui , vel omnes erunt reales, vel unicus tantum , reliquis 
duobus exiftentibus imaginariis. Hinc omnes Applicat* Cur- 
vam fecabur.t , vel in tribus punitis , vel tantum in unico, 
nifi ubi duo vel etiam tria interfectionis punita in unum co- 
lefcunt. Cum igitur unicuique AbfcifT* faltetn una Applicata 
re dis conveniat , necefTe eft ut Curva utrinque cum Axe in 
infinitum excurrat. Curva ergo vel uno continuo traClu confla- 

Tab. T. bit , ut in Figura quarta ; vel duabus partibus a fe junlfis , ut 
F>S- 4 - in F gura quinta ; vel pluribus , qu* tamen omnes conjunlh? 
^ unam eandemque Curvam continuam conftituunt. 

20. Si y fuerit Fun&io quadriformis ipfius x, feu fi y per 
hujufmodi xquarionem y’ — P y' -f- Qy — Ry + S = o 
definiatur , tum unicuique valori ipfius x , vel quaruor refpon- 
debunt valores reales ipfius 3', vel duo tantum, vel omnino 
nuilus. Hinc , in Curva ex hujufmodi Functione quadriformi 
orta fingul* Applicat* Curvam fecabunt velin quatuor punitis , 
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▼e! in duobus tantum , vel nufquam , quos finguloscafus Figura C a f. I. 
Sexta exhibet; norari autem debent loca/&o, ubi duo in- ' 
terfedionis punda in unum coalefcunt. Hanc ob rem tam dex- 
trorfum quam finiftrorfum vel nulii Curva rami in infinitum 
excurrunt , vel duo vel etiam quatuor. Priori cafu , quo ex 
neutra parte nulli rami in infinitum extenduntur, Curva undi- 
que erit claufa , ut figura indicat , fpatiumque definitum indu-* 
dit. Hinc ergo jam concludi poteff indoles linearum curva- 
ram , qu® formanturex Fundionibus multiformibus quotcun- 
que fignilicatuum. 

zi. Si fcilicet fuerit y Fundio multiformis, feu determine- 
tur per aquationem , in qua n fir exponens maxima; poteffatis 
iplius y , tum numerus valorum rcalium ipfiusyerit vel n , 
vel n — z, vel n — 4 , vel n — 6 , &c. , in totidem ergo 
pundis qu.vlibet Applicata Curvam intcrlecabit. Ita , fi una 
Applicata Curvam continuam fecet in m pundis , omnes alia; Ap- 
plicat® Curvam fecabunt in tot pundis, quorum numerus fem- 
per numero pari differat ab m ; nufquam ergo Curva ab Ap- 
plicata fecari poterit in m -j- 1 , vel m — 1 , vel m + 3 &c. , 
pundis. Hoc eff , fi numerus interfedionum unius Applicat® 
fuerit par vel impar, omnes quoque Applicat® reliqu® Cur- 
vam fecabunt in pundorum numero vel pari vel impari. 

ii. Si igitur una Applicata Curvam fecet in pundorum nu- 
mero impari, tum fieri nequit, ut ulla alia Applicata Curvam 
nufquam interfecet : Curva ergo utrinque ad minimum unum 
habebit ramum in infinitum excurrentem, & , fi ex alterutra 
parte plures rami in infinitum extendantur , eorum numerus 
debet e fle impar , quia numerus interfedionum unius cujufque 
Applicat® non potelt effe par ; fi ergo rami utrinque in infini- 
tum excurrentes fimul numerentur , eorum numerus confian- 
ter erit par. Hoc idem locum habet fi Applicat® Cunam in- 
terfecent in pundorum numero pari, tum enim ex utraque parte 
fieorfim vel nullus , vel duo , vel quatuor &c. , rami in infi- 
nitum excurrent , unde ergo quoque omnium ramorum in iu* 

D z 
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DE COORDINATARUM 

Lib. II. finitum excurrentium numerus erit par. Jam igitur adepti fu- 
11 mus aliquot infignes proprietates Curvarum continuarum & re- 
gularium , unde eas a Curvis difcontinuis & irregularibus dii— 
cernere licet. 


CAPUT II. 

De Coordinatanim permutatione. 

J "ig! i.‘ Quemadmodum ex aequatione inter Coordinatas x & y , 

quarum illa Abfcilfam , hatc Applicatam denotat j data 
Curva defcribitur fuper Axe R S , initio AbfcifTarum A 
alicubi pro lubitu afTunto , ita viciflim , fi jam defcripta fuerit 
linea curva ejus natura exprimi poterit per aequationem inter 
Coordinatas. Hic autem quamvis Curva fit data , du® tamen 
res in arbitrio nollro relinquuntur; politio fcilicet Axis RS , 
& principium Abfcilfarum A. Qu® cum infinitis modis variari 
queant, etiam pro eadem linea Curva innumerabiles aqua- 
tiones exhiberi poterunt , hancque ob caufam ex aquationum 
diverlitate non femper ad diverfi ratem linearum curvarum , qu® 
illis aequationibus exprimantur concludere licet, etiamli di- 
' verf® Curv® perpetuo diverfas pratbeant aquationes. 

xq. Cum igitur, variato tam Axe quam Abfcilfarum initio, 
innumerabiles oriantur aquationes ejufdem Curv® naturam ex- 
primentes, h® omnes ita inter fe erunt comparat® , ut ex data 
aquatione una reliqu® omnes inveniri queant. Ex data enim 
aquatione inter Coordinatas ipfa linea curva determinatur , 
huc autem cognita , fi quaxunque linea re<Sla pro Axe , & in 
ea pun&um pro Abfcilfarum principio alfumatur , aquatio inter 
Coordinatas orthogonales definietur. Hoc igitur Capite me- 
thodum trademus , cujus ope , fi aquatio pro Curva fuerit 
dara , ad alium Axem quemcunque, & Abfcilfarum initium quod- 
cunqus aquatio inter Coordinatas inveniri queat , qu® ejuf- 
dem Curva: caturam exprimat. Atque hoc modo rcpsriemuy 
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omnes omnino aquationes , qua ejufdem Curva naturam com- Cap. IT. 
prehendant, ficque facilius diverfitas linearum curvarum ex ‘ 

aquationum diverfitate dijudicari poterit. 

15. Sit igitur data aquatio quacunque inter x &y,ex qua JA/ 
fumta reda RS pro Axe , &pun£lo A pro initio Ablcillarum , 7 " 

ita ut x denotet Abfciflam AP & y Applicatam P M, pro- 
ducatur linea curva CUM , cujus ergo natura per aequationem 
datam exprimitur. Retineamus jam primum eumdem Axem 
RS , at aliud pundhim in eo D pro initio AbfctfTarum afTu- 
mamus , ita ut nunc punfto curva M refpondeat Abfcifla DP , 
qui ponatur =r , Applicata vero MP manebit eadem = y » 
quse ante : quaeramus igitur aquationum inter t&y, qua ejuf- 
dem Curvae CBM natura exprimatur. Ponatur intervallum 
AD=f, quod ab A finiftrorfum in regionem Ablcillarum 
negativarum cadat, eritque DP = t =f-\- x, ideoquex= 
t — f. Quare fi in aequatione inter. v & y data ubique loco 
x fublVituatur t — /, prodibit aequatio inter t & y , quae eam- 
dem lineam curvam CBM exhibebit. Cum igitur magnitudo 
A D = /ab arbitrio r.ollro pendeat , jam innumerabiles diver- 
fas adepti fumus aquationes , quae omnes eandem lineam cur- 
vam exprimant. 

z 6 . Si Curva alicubi Axem RS trajiciat, uti in C, tum 
fumto hoc pun&o C pro initio Abfciilarum , ejufmodi obtine- 
bitur aequatio , qui, pofita Abfcifla CP= o, fimul Appli- 
catam P M evanefeentem fit pribitura ; fivjuidem unica tantum 
Applicata puncto Axis C refpondeat. Iuterle&io autem C , 
fi uila plurefve dentur , invenietur ex aquatione primum 
propofita inter x & y, ponendo y— o, & ex aquatione quaerendo 
valorem vel valores ipfius x. Ubi enim Curva in Axem in- 
cidit , ibi fit y = o , fa£Vo ergo viciflim y ~ o , omnes illi 
Abfcilfa feu valores ipfius x elicientur , ubi ifcn a in Axem 
incidit. 

17. Initium ergo Abfciilarum , retento Axe , mutabitur fi 
Abfcifla x data quantitate live augeatur five minuatur ; hoc ell , 
li loco x ponatur t — / ubi/ erit quantitas affirmativa, li 
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Lib.TL novum Abfcififansm ir.irium D finiftrorfum ab A fuerit remo- 
tum; erit vero /"quantitas negativa , li pundum D aJ dex- 
tram ab A fuerit firum. 

Tab jj. Ponamus nunc defcripta Curva LBM ex data aequatione 
p g . '3. ' inter AP = x& PM = y , alium a i Fumi Axem r s priori 
parallelum in eoque pundum D pro Abiciffarum initio : cadat 
autem ille Axis in regionem Applicatarum negativarum, fitque 
ejus a priori Axe dillantia AFz=g , atque ponatur interval- 
lum DF=AG-=f. Sit igitur in hoc novo Axe Abfcifia 
pundo Curva: M refpondens, D Q = t , & Applicata QAJ=it, 
eritque t = D F + F Q = / + x & u = P M -+- P Q = 
g+y, unde fit x~—t — f & y — g. Quare li in 
aquatione inter x &i y data- fubllituatur ubique r — / loco .v, 
& u' — g loco y , orietur xquatio inter £ & u , qua ejufdcm 
liuex curva: natura exprimetur. 

aS. Cum igitur magnitudines /" & g ab arbitrio noflro pen- 
deanr, hineque infinitis modis definiri queant, infinities plu- 
res diverf® formari poterunt aequationes quam priori cafu , 
qua: tamen omnes ad eamdem lineam curvam pertineant. Quod 
li ergo dux xquation.es altera inter x & y , & altera in;cr t & 
u , hoc tantum a fe invicem diferepent, ut altera in alteram 
transformetur, fi Coordinatx urinis datis quantitatibus live au- 
geantur live minuantur , tum ambx aquationes licet diverfx 
tamen eamdem lineam curvam exhibebunt, Hinc igitur facile 
innumerabiles formabuntur xquationes diverfx , qux tamen 
omnes ejufdem linex curvx naturam exprimant. 

2.9. Statuatur novus Axis rs normalis ad priorem RS , fe- 
Tab. II. canfque ipfum in principio Abfciflarum A , ita ut pro utroque 
F‘S- 9 - Axe idem fit Abfciflarum initium A. Quoniam pro Axe RS 
datur xquatio dd Curvam LM inter AblcilTam AF=x, & 
Applicatam P ifj/k=y , ducatur ex Curvx pundo M in novum 
Axem rs perpendicularis M Q & vocetur Abfcilfa nova A Q 
= t , Applicata nova QAf=u, eritque ob ylPMQ paral- 
lelogrammum redangulum , t = y & Hinc, ex 

aequatione inter x & y data , formabitur xquatio inter t & u , 
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no-' ponendo u loco x & t loco y. Prior ergo Abfafia x nunc 

•x- abit in Applicatam QM=u, & prior Applicata y nunc abit 

in Abfcillam AQ—t; pro illo itaque novo Axe nulla alia 
ne aquationi variatio inducitur nifi , quod Coordinatas x & y 

jri inter fe commuttentur : hancque ob rationem Abfciffa & Ap- 

lat plicata fimul Coordinatas vocari folent , nullo faflo difcrimine , 

te utra pro Abfciffa Applicatave accipiatur. Propofita enim asqua- 

} m tione inter duas Coordinatas x & y , eadem Cuna emergit , 

j five x five y ad Ab (offam indicandam accipiatur. 

30. Pofuimus hic novi Axis rs portionem A s exhibere 
r Abfciffas affirmativas , atque ad dextram Axis rs (latui regio- 

i nem Applicatarum affirmativarum , quae cum ab arbitrio pen- 

, deant , pro lubitu immutari poterunt. Scilicet fi Axis portio 

j A r Abfciffis affirmativis deftinetur , erit utique A Q = — t , 

ficque in asquatione inter x & y loco y poni debet — t. Deinde 
fi ad dextram Axis rs regio Applicatarum negativarum (la^ 
tuatur, fiet QM= — u, atque pro x feribi debebit — u. 
Atque hinc intelligitur naturam linea: curva: non mutari etiamfi 
in zquatione inter Coordinatas vel alterutra vel utraque nega- 
tiva (latuatur; id quod in omnibus zquationis tranfmutationibus 
e(l tenendum. 

3i.Secstnunc novus Axis rs priorem R S fub angulo quo- 
cunque S As ; fiatque iaterfedlio in ipfo Abfcilfarum initio A, 
quod punflum in utroque Axe initium Abfcifiarum conftituat. 
Data ergo fit pro Axe RS aquatio quateunque pro Curva LAI 
inter Abfciflam AP=x & Applicatam PAI = y,ex qua 
reperiri debeat atquatio adeamdem Curvam pro novo Axe rs , 
feu ex Curvas pundlo M ad novum Axem demilfo perpendi- 
culo AIQ , inter Abfciffam novam AQ = t , & Applicatam 
M Q = u. Sit angulus S As = q ; ejus Sinus = m , & Co- 
finus = n , fumta unitate pro Sinu toto ut fit mm -f~ nn = 1. 
Ex P ducantur normales Pp & Pq in novas Coordinatas , erit- 
que ob Ap = x , Pp = x. fn. q ; Ap = x. cof. q , deinde 
quia angulus P Ai Q = PA Q = q , erit ob P M = y , Pq — 
Qp - y- fn- q i M q — y - cof. q. Ex his ergo fiet A. \l—t=, 


cap. m 


Tab. TT. 

Fig. 10. 
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1-13 II. A p — Qpz= x.cof.q — y.fin. q , & QM = u = Mq -f- 
“ P p = x.fin. q + y. cof. q. 

31 . Cum autem fit f.n. q = m , cof.qv=n , erit t =n x — 
rny & u = mx -\- ny , hinc fiet nt + mu = nnx -j- nunx = x , 
& nu — mt= nny + rnmy = y. /Equario ergo qua; [it a inter 
t & u reperietur, fi in aquatione inter x & y , propofita ubi- 
que loco x feribatur mu -j- nt & m — mt loco y , fi quidem 
Axii portio As contineat Abfciffas affirmativas, & Applicata; 
affirmativa; in regionem Q M cadant. Pofuimus hic etiam an- 
guium SAs in regionem Applicatarum negativarum cadere ; 
quod fi autem As fupra AS caderet ; in calculo angulus SAs 
= ^ negativus , ac prepterea ejus Sinus m negative accipi de- 
berer. 


J) ” t} ! ' 33- Tribuatur nunc novo Axi rs pofitio quscunque , in co- 

que fumatur pumfhim quodvis D pro Abfcilfarum initio. Sit 
liS Axis prior , pro quo habetur aequatio inter Abfci/Tam 
AP=x & Applicatam P M =y , qua natura Curv® LM 
exprimitur ; uude «quatio inter alias Cocrdinatas t & u ad 
novum Axemrs relatas exhiberi debet. Demilfo fcilicet ex 
quovis Curva; puiuffo M in novum Axem rs perpendiculo AI Q 
vocetur Abfcifla DQ = t, & Applicata QM=u. Inter 
quas ur xquatio inveniatur , ex novo Abfcifiarum initio D in 
Axem priorem RS ducatur perpendicularis DG , ac ponatur 
A G —J tk D G -=g , tum per D priori Axi RS producatur 
parallela DO , cui prior Applicata PM prodtidta occurrat in 
O , eritque M O = y + g , & D O = G P = x +f. De- 
nique ponatur angulus OD Q = q , cujus Sinus fit = /n , & 
Cofinus = « , pofito femper Sinu toto = 1 , ut fit rnm + 
nn += i- * 

34 .. Jam ex punflo O ducantur tam in novUm Axem D Q 
quam in Applicatam MQ normales Op & Oq ; atque , ob an- 
gulum OM Q = OD Q StDO = x f, ac MO =y -j- g, 
erit Op = Qq = ( x f). fin. q = mx -f- mf & Dp ■= 

( x + f). coj. q = nx -J- nf. Porroque Oq= Qp = ( y -+• 
g ).fm , q— my + mg & M q =( y + g ). cof.q= ny -f- ng. 
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Ex liis igitur colligetur DQ =t= nx + nf — my — m g St C/vp. 

QM= u= m x -f- mf -\-ny + ng, ficque ex x St y dcfinien- 

tur nova Coordinatx t & u. Hinc vero erit nt -f- mu = • 
x -\-fStnu — mt = y -f- g , ob m m + = I , quocirca 

habebitur x = mu + nt — f, St y = nu — mt — g , qui 
ergo valores fi in aquatione inter x St y data loco x&y liibfti- 
tuantur, prodibit aquatio iutcr t St. u, qua ejufclem Curva LM 
natura exprimetur. 

35. Quoniam nullus excogitari poteft Axis rs, qui quidem 
in eodem plano cum Curva fit fitus , qui non in hac poftrema 
determinatione contineatur; pro eadem quoque Cuna LM 
nulla cxiflet xquatio inter Coordinatas orthogonales , qux non 
in hac xquatione inter t St u inventa comprehendatur. Cum 
igitur quantitates f St g cum angulo q , unde m St n pendent , 
infinitis modis vanari queant t omnes xquationes , qux in aequa- 
tione inter t St u hoc modo inventa continentur , ejufdem li- 
nea: curvx naturam expriment. Hanc ob rem ifta xquatio inter 
t St u vocari folet xquatio generalis pro Curva LM, quo- 
niam ea in fe compleditur omnes omnino aquationes ' qua ad 
eandem lineam curvam *pertinent. 

3 6. Supra jam innuimus difficile efie ex diverfitate aliquot 
aquationum inter Coordinatas judicare , utrum ea ad eandem 
lineam curvam , an ad diverfas referantur : nunc igitur patet 
via 'omnes hujufmodi quxftiones dijudicandi. Sint enim dux 
propofitx aquationes , altera inter x St y , St altera inter t & 
u , ponatur in illa x= mu -}- nt — f St y = nu — mt — g, 
ubi m St n ita a fe invicem pendent ut fit mm -f- nn = 1 ; 
quo fa<So difpiciendum erit utrum altera illa xquatio inter t 
& «in hac, qux modo eft eruta, contineatur, leu an quan- 
titates f , g cum m St n ita definiri poflint , ut ipfa altera _ 
xquatio inter t St u refultet. Quod fi fieri poflit , ambx xqua- 
tiones eandem lineam curvam expriment , fin fecus diverfas. 


Euleri Introduci, in Anal. infin, Tom, II. 
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Exemplum. 


Iib. II. 


Hoc modo patebit has duas aequationes. 

yy — a x = o 
& 

1 6uu — 14 tu + 9 tt — 5 5/22/ + 1 oat = o ,‘ 

ad eandem lineam cunam referri , etiamfi ipfae plurimum dis- 
crepent : fi enim in priori aequatione ponamus x = mu + 
nt — f & y = nu — mi — g, ea transformabitur in hanc 

nnuu — 1 mntu + mmtt — i/ 7 g 2 /-|-i/ 77 g/-(-gg 

* — mau — nat -+- cj " 

Num igitur in hac altera illa aequatio contineatur, multiplice- 
mus illam per nn hanc vero per 16 , ut termini primi utrin- 
que congruant, habebiturque 

I 

16 nnuu — 14/2/212/ + 9/2/2« — j 5/7/1/22/ -J- 10 nnat = o 

• & 

16/7/22/2/ — 31/72/2/2/ + \6nitt — 31 ngu 31 mgt + 1 6gg 

• — 1 6mau — 16/2/22 -f- 16 aj 

Nunc inquiratur quot termini, arbitrariis f, g, m & n de- 
terminandis , squalem reddi queant, ac primo quidem habebimus 
14 /2/1 = 31/72/2 & 9/7/2 — 16/7271, quarum utraque dat 3/2 = 
4/22 , & ob / 72 / 71 = 1 — nn , erit quoque 15/2/2= 16 , hinc 

72 = ~ & /72 = y , fi eque jam tres termini conveniunt. 

Quartus & quintus dant 55/2/2/1 = 31 77« + 16/77/7 & 10/272/7 = 
31/72«- — 1 6/2/2, unde an idem pro g valor eruatur videndum 

eft , dat vero prior g=~ -£-= a . & 

polterior g =-^ + - = - + j = a , uterque ergo 
valor congruit , & jam quinque termini conveniunt. Nil aliud 
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ergo fupereft, nlfi ut fit gg + cf — o , quod , cum/ nondum ^ AP ~ ^ 
Ut determinatum , nil habet difficultatis , liet enim J = — a. 
Gfienfum ergo e(l , has duas xquationes propofitas eandem 
lineam curvam exhibere. 

37. Quanquam autem fieri poteft , ut aquationes admodum 
diverfse eandem lineam curvam reprxfentent , tamen fxpe nu- 
mero ex xquationum diverfitate tuto linearum curvarum di- 
verfnas concluditur. Evenit hoc fi xquationes propofitx ad 
diverfos ordines pertineant, feu in quibus maximx dimenfio- 
nes , quas Coordinatx x & y feu t & u conftituunt , funt di- 
ve rfix , hoc enim cafit linea: cuna: , qux per has axjuationes 
indicantur , certo erunt diverfie. Cujufcunquc enun ordinis fue- 
rit xquatio inter x & y , fi ponatur x = mu + nt — / & y = 
nu — mt — g, refultabit xquatio inter t & u ejufdem ordi- 
nis ; quare, fi altera xquatio inter t & u propolita ad alium 
ordinem pertineat. Curvam quoque diverfam indicabit. 

38. Nili igitur dux xquationes , altera inter x & y altera inter 
X & u , ad eundem ordinem pertineant, flatim concludendum 
eft lineas curvas , qux aliis xquationibus exprimuntur, efic di- 
verfas. Dubitatio ergo tantum locum habere potefi: , fi ambx 
aquationes fuerint ejufdenvordinis , hifque fohirn cafibus invefti- 
gatione ante tradita opus erit , qux autem cum fatis operofa 
evadat, fi xquationesad altiorem quempiam ordinem pertineant, 
infra expeditiores regula: tradentur, ex quibus ftatim varietas 
Curvarum dignofei poterit. 

39. Qua: hic de invenienda aequatione generali pro quavis Tab. II. 
linea curva funt prxeepta , eadem ad lineam redam accommo- &£- ‘V 
dari pofTunt. Sit enim , loco lineae curvx , propofita linea rec- 
ta LM , quam Axi RS parallelam ftatuamus : ubicunque er- 
go initium Abfciflarum A capiatur , erit femper Appiicata P M 
conflantis magnitudinis, feu y = a; qux ergo efixquatio pro 

linea reda Axi parallela. Quxramus hinc xquationem gene- 
ralem linex redx ad Axem- quemcunque rs relatam; pofito 
ergo D G = g , anguli OD s Sinu = m , Cofinu = n , & 
vocata Abfcifla D Q = t , & Applicata MQ — u , oby == 
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I.iB. II. nu — mt — g , erit nu — mt — g — a= o , qua; eff 
' iquatio generalis pro linea reda. Multiplicetur ea per conflan- 

tem k & ponatur n k = a. , mk = — £ & ( g -\-a) k= — b , 
eritque iquatio «. u -)- € t + b = o pro linea reda , qua: cum 
fit iquatio primi ordinis inter t & u generalis , patet omnem 
iquationem primi ordinis inter duas Coordinatas , nullam lineam 
curvam , /e d redam lineant exhibere. 

T;a. m. 4 °* Q ,I0 rits ergo inter Coordinatas x & y talis prodit 
Flg. 13. iquatio x x + £ y — a = o ; toties ea pribet lineam redam, 
cujus pofirio refpedu Axis RS ita determinabitur. Ponatur 
printo y = o , ficque in Axe reperitur pundunt C , ubi hic 

reda Axem trajicit , fit enim A C = -jj- ; tum ponatur a: =0,. 

fictque y = -~ qui eft valor Applicati AB in initio Ablcif- 


farunt. Cum ergo habeantur -duo punda , B & C , in reda 
qmlita , ea erit definita , ideoque aquationi propofiti fatis fa- 
ciet reda LM. Ponatur enim Abfcifla quicunque AP =jr 
& refpondens Applicata MP =y*, erit ob fimilitudinem trian- 
gulorum C P M , CAB , C P : P M = C A : A B , hoc cfl: 


a x ' y 


■;nde fit f al ax + 

tt A 1* C 


€y — <2, qui eft ipfa iquatio propofita. 


41. Si fuerit vel x vel C = o , tum ifta conflrudio nfum 
habere non poterit , at vero ifli cafus per fe funt facillimi. Sit 
enim ct = o , & y = a , unde patet lineam fatisfacientem efle* 
redam Axi parallelam ab eoque intervallo = a remotam, 
fin fit a = o , feu y = o , linea fatisfaciens in Axem incidet^ 
Quod fi vero fuerit £ = o , & x = a , perfpicuum efl lineam 
fatisfacientem efle redam ad Axem normalem , qui ab initio 
Abfciflarum intervallo = a diftet. Iloc fciiicet cafu omnibus; 
Applicatis unica Abfcifla refpondet, ita ut Abfcifla quantitas, 
variabilis efle delinat. Ex his igitur luculenter perfpicitur^ 
quemadmodum linea: redi per iquationes inter Coordinatas. 
orthogonales defignari queant, 
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41. Aflumfimus hactenus Coordinatas , quibus natura Curva; Cap. II. 
definitur , inter fe efTe normales , fimili vero modo etiam ex * 
data aquatione linea curva definietur , fi Applicat® ad Axem 
fub anguio quocunque inclinentur. Viciffim ergo natura Cur- 
va; exprimi poterit per aequationem inter duas Coordinatas 
oblicjuangulas , atque hujufmodi aquationes quoque variatis 
cum Axe tum principio AbfcifTarum innumerabilibus modis 
variari poliunt , manente Curva eadem. Sicque pro quavis 
obliquitate Coordinatarum aquatio generalis ad Curvam exhi- 
beri poteft. Quod fi vero etiam hac obliquitas alia atque alia 
ftatuatur, multo latius patens eruetur aquatio pro Curva , quam 
aquationem generaliflimam appellabimus , quoniam naturam 
Curva non foium exprimit per aquationem ad quemvis Axem 
& quodcunque initium Abfciflarum relatam , fed etiam pro 
quacunque Coordinatarum obliquitate. Hacque adeo aqua- 
tio generaliflima abibit in aquationem generalem , (i angulus, 
quem Coordinata inter fe conftituunt , rectus ftatuatur. 

43. Data fit pro Curva LM aquatio inter Coordinatas rec- Ta». ITT. 
tangulas, nempe inter AP = x & P M = y , & quaratur, P‘fi- 
retento Axe RS & initio Abfciffarum A eodem, aquatio inter 
Coordinatas , qua datum angulum comprehendant qui fit = p. 

Ex puntfto ergo M ad Axem RS ducatur recta Ai Q ad an- 
gulum illum datum AIQA, cujus Sinus fit = / x & Cofi- 
nus = r. Erit ergo A Q nova Abfciffa , dc AI Q nova Ap- 
plicata : polito ergaiA Q = t & QM = u , erit in triangulo 

redtangulo PAIQ, •£- = u & ^ = t = — u -■ Quocirca 

fiet u = 2 - & t = ? u -f- x = U -t ~ x , Sc viciffim v — : 
r* /* J 

fxu & x = t — t u. Confequenter fi in aquatione inter x 
& y propofita ponatur x= t — r » u & y = fxu prodibit aqua- 
tio inter Coordinatas obliquangulas t & t/, qua inter fe datum 
angulum p conftituant. 

44. Quod li autem data fuerit pro Curva LM aquatio in- 
ter Coordinatas obliquangulas A Q & Q M ; ex ea viciffin* 
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Lib. If. reperietur xquatio pro eadem Cun a inter Coordinatas ortho- 
gonales A 1 J & P AI. Sit enim p angulus, quem Applicat® 
J\I Q cum Abfcilfis A O confutuunt , cujus Sinus = p & Co- 
imus =» , dataque lit aquatio inter A Q = r & QAI = «• 
Ex AI ducatur ad Axem Applicata normalis MP , &, po- 
lita Abfcifla AP =x tk. Applicata AI P = y , quia eft t/ = 

A- & r = ~ -j- x , fi hi valores in aequatione inter t & u 

H .<* 1 

propofita fubftituantur , prodibit xquatio inter x & y , quas 

querebatur. 

T\n. iv. ^ Data nunc xquatione inter Coordinatas 
'£■ ' 5 - yji j z — x - & PAI=y ,, ro Curva LM, hoc 

gcneraliftima pro eadem linea curva inveniri poterit. Sumatur 
reifla quxeunque r s pro Axe, & in eo punfium D proAbfi- 
ciiliirum initio ; Applicat® vero M T ad hunc Axem dudlx 
faciant angulum L)T AI=<p , cujus Sinus fir = ju & Cofi- 
nus = t ; erit ergo nova Ablcifla DT & Applicata TAI, 
inter quas xquatio quxritur. Ex D in Axem priorem RS 
ducatur perpendicularis D G , & fit A G = j ; D G=g , duc-, 
taque D O Axi RS parallela fit anguli U D s Sinus =± m , 
Colinus = n. Ducatur , ut ante fecimus , ex M ad Axem 
novum rs normalis AI Q , & ponatur D Q = t ; QAI=i/; 
Coordinat® autem obliquangul® , fintD2’=r; TAI = s ; 
Erit ergo primo t = r — v s & u = p s ( 43 ) ; deinde vero 
eft x = m u + n t — f & y = n u — * m t — g ( 36 ). Hinc 
fiet x = n r — («r — mp) s — / & y = — m r (p n -f- 
vm ) s — g, ubi eft n v — m p Colinus anguli A V Ai, quem 
novx Applicat® cum Axe priori RS confutuunt, & pn + vm 
eft Sinus hujus anguli A V AI. Quod fi ergo in xquatione inter 
.v & y loco x & y illi valores inventi fubftituantur , prodibit 
xquatio inter Coordinatas obliquangulas r & s , qu® erit xquatio 
generaliffima pro Cursa LAI. 

4 6. Quoniam in valoribus , qui loco x & y fiibftiniuntur , 
novarum variabilium r & s unica ineft dimenfio , manifeftum 
eft xquationem generaliflimam ejufdem eile ordinis , cujus erat 


orthogonales 
modo xquatio 
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jcquatio propofita inter x & y. Quomodocunque ergo zqua- Cap. HI. 
tio ad eandem Curvam transformetur , mutatis utcunque tam ' 

Axe, & Abfciflarum initio, quam inclinatione mutua Coor- 
dina tarum , tamen perpetuo zquatio ejufdem erit ordinis. Quan- 
quam ergo zquatio inter Coordinatas , fivc orthogonales live 
obliquangulas , infinitis modis variari poteil , ut ad eandem 
Curvam pertineat •, tamen neque ad ordinem altiorem evehi , 
neque ad inferiorem deprimi poterit. Atque hanc ob caufam 
zquationes diverfi ordinis , utcunque alias fuerint affines , ta- 
men femper Curvas diverfas , exhibebunt. 


CAPUT III. 


De Linearum curvarum algebraicarum in ordines divifione. 

47-C u m Linearum curvarum pariter ac Fun&ionum va- 
rietas fit infinita , earum cognitio nullo modo acquiri 
poterit , nifi infinita multitudo in certas clalfes digera- 
tur , hocque modo mens in earum feruratione dirigatur at- 
que adjuvetur. Divifimus jam quidem Lineas curvas in al- 
gebrauas Sc tranfiendentes , verum utraque cladis , ob infini- 
tam Curvarum varietatem , ulteriori 1'ubdivifionc opus ha- 
bet. Hic autem tantum Curvas algebraLas fpe&amus , quas 
quemadmodum commodidime in clalfes diflribui conveniat, dif- 
piciamus. Charateres igitur primum' definiendi funt , quibus 
clafTtum varietates determinentur , ita ut quz Curva: eodem 
charactere fint prteditz , ez ad eandem ; quae contra , ad diver- 
fas clalfes referantur. 

48. Characteres ergo ifli varias claffes didinguentes aliunde , 
nifi ex Fur.flionibus feu zcjuatiombus , quibus Linearum cur- 
varum natura continetur, peti nequeunt; cum, quia alia via 
ad Curvarum cognitionem perveniendi adhuc non patet; tum, 
quia nulla alia , qua: quidem datur , omnes Curvas algebraicas 
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Lis. II. fub fe complebitur. Funbiones vero & aquationes inter fci- 
nas Coordinatas pluribus modis in diverfa genera diftribui pof- 
funt , uti fecimus in libro fuperiori. Ac primo quidem Func- 
tionum multiformitas fe offert , qua ad Linearum cursarum in 
varias c;afTes diftributionem pri aliis apta videtur ; unde hu- 
jufmodi divifio oriretur , ut tat Linea; curve: , qui ex Funbio- 
nibus uniformibus oriuntur , ad genus primum , qui ex bifor- 
mibus ad fecundum , qui ex triformibus ad tertium referantur 
& ita porro. 

49. Quamvis autem hic divifio videatur naturalis, tamen, 

fi diligentius perpendatur , naturi Linearum curvarum, earum- 
que indoli minime conformis deprehendetur. Multiformitas 
enim Funbionum ab Axis pofitione , qui eft arbitraria , po- 
tiflimum pendet, ita ut , fi pro uno Axe Applicata fuerit Func- 
tio uniformis ALfciffi , eadem , alio affumto Axe , Funbio 
multiformis effe queat ; hoc ergo modo eadem Linea curva in 
diverfis generibus occurreret , quod eft contra inftitutum. Sic 
enim Linea curva hac iquatione a' y = aaxx — x 4 expreffa 
pertineret ad genus primum , quia Applicata y eft Functio uni- 
formis iplius x ; permutati? vero Coordinatis , feu Axe fumto 
ad priorem normali , eadem Curva exprimitur iquatione y* — * 
a ayy - J- a' x =0 , fi eque ad genus quartum pertineret. Hanc 
igitur obeaufam multiformitas Funbionum ad charaberem, quo 
Linei curvi in clafles diftribuantur , conftituendum admitti 
tjequit. ’ ■ • 

50. >£que parum fimplicitas aquationum naturam Linearum 
curvarum exprimentium , ratione numeri terminorum charabe- 
rem diftinbionis conftituerc poterit. Si enim ei Curvi ad 
genus primum referantur quarum iquatio conftet duobus ter- 
minis , ut y m = a.x n , ad fecundum quarum iquatio conti- 
neat tres terminos ut xy m + € y p x q + y x n = o , & ita porro, 
rcanifeflum eft eandem Lineam curvam in pluribus geperibus 
Occurrere. Per exemplum enim $. 36. fubjunbum Linea curva 

iquatione 
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equa none y y — a x = o contenta fimul ad genus primum & 
quartum reierri deberet, quia , mutato Axe, etiam hac squa- 
tione 

1 6uu — z4 tu + 9« — 5 jau + ioar = o , 

exprimitur. Deberet vero etiam , aliter afTumto Axe & Abf- 
cifiarum initio, fimul ad genus fecundum, tertium, & quin- 
tum pertinere ; ex quo illa divific adhiberi omnino non potelh 
51. I-Itec incommoda evitabuntur fi aquationum, quibus 
relatio inter Coordinatas exprimitur , ordines ad Curvarum 
claffes conftituendas adhibeantur. Cum enim pro eadem Linea 
curva , utcunque tam Axis & principium Abfciffarum quam in- 
clinatio Coordinatarum varietur ; aequatio ejufdetn femper or- 
dinis maneat ; eadem Linea curva non ad diverfas claffes re- 
feretur. Chara&ere ergo in numero dimenfionum , quas Coor- 
dinatae ,five orthogonales five obliquangulac , in aequatione com- 
plent , conftituto , neque Axis neque principii Abfciflarum mu- 
tatio , neque inclinationis Coordinatarum variatio , cladium conf- 
titutionem perturbabit. Atque eadem Curva , five aequatio 
inter Coordinatas fpecialis quaeque five generalis five etiam 
generalifiima fpeeletur , ad eandem femper clafTem annume- 
rabitur. Quam ob rem chara&er diflindionis Linearum cur- 
varum convenienti (Time ab ordine aequationum petitur. 

51. Quoniam igitur haec diverfa xquationum genera, quae ex 
dimenfionum numero conlfituuntur, ordines vocavimus, diverfa 
quoque Linearum curvarum genera , quae hinc oriuntur , ordi- 
num nomine appellabimus. Cum ergo aequatio primi ordinis 
generalis fit 

o = «, -f- (fx + yy 

omnes Lineas curvas , quae fumtis x & y pro Coordinatis , five 
orthogonalibus five obliquangulis , ex hac aequatione proficis- 
cuntur , ad ordinem primum referemus. Supra autem vidimus 
ia hac aequatione tantum Lineam recani contineri , & hanc ob 
Lulcri Introduci , in Anal, injin, T0111. U. D 
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TI- rem primus ordo folam Lineam reftimm fe compleditur , qu& 
- utique inter omnes Lineas eft fimpliciffima. Cum igitur nomen 
Curva; huic primo ordini non conveniat , hos ordines non Li- 
nearum curvarum , fed vocabulo latiori (impliciter Linearum 
vocabimus. Ordo ergo Linearum primus nullam Lineam cur- 
vam continet , fed a fola Linea reda exhauritur. 

53. Perinde autem eft five Coordinats ftatuantur redangul® 
five obliqtianguls ; quod fi enim Applicata: cum Axe faciant 
angulum 0 , cujus Sinus fit /j. & Cofinus v , aequatio ad Coor- 

dinatas orthogonales reducetur, ponendo & x = 

— +«(44), unde ifta inter Coordinatas orthogonales t & 

A* 

u , aquatio nafcitur 

° = * + 6t + (£+i)«r, 

qu$ cum non minus late pateat quam prior, utraque enim eft 
generalis, manifeftum eft fignificationem aequationis non reftrin- 
gi , etiamfi angulus , quem Applicata: cum Axe faciant , redus 
ilatuatur. Hoc idem eveniet in aequationibus fequentium or- 
dinum generalibus , qus non minus late patebunt , etfi Coor- 
dinata: orthogonales ftatuantur. Cum igitur aequatio generalis 
cujufque ordinis per determinationem inclinationis Applicata- 
rum ad Axem nihil de vi fua perdat , ejus fignificatum non 
rellringcmus , fi Coordinatas orthogonales ftatuamus. Qus- 
cunque enim Linea curva in aequatione generali cujufque ordinis 
continetur , fumtis Coordinatis obliquangulis , eadem Linea cur- 
va in eadem aequatione continebitur , fi Coordinatas redangu- 
Iae ftatuantur. * 

1 4. Lines porro fecundi ordinis omnes continebuntur in 
hac aequatione generali ordinis fecundi. 

o = a.+ Sx+yy + 5 'x’ + + * 
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Omnes fcilicet Lineas curvas, quas hac aquatio , denotanti- Cap 
bus litteris x & y Coordinatas orthogonales , in fe compledti- 
rur , ad ordinem Linearum fecundum numeramus. Sunt igitur 
ha? Lineat curva limpliciflima , quia in ordine primo nulla Linea 
curva continetur, & hanc ob rem a quibufdam Lineae curv» 
primi ordinis vocari folent. Linea: vero ilia: curvae in hac 
aequatione contenta: fub nomine Seciioruim conicarum vulgo in- 
notuerunt , quia eaedem omnes ex fedtione Coni nafcuntur. Di- 
verfa harum Linearum fpecies funt Circulus , Ellipfis, Parabola 
& Hyperbola , quas infra ex aequatione generali deducemus. 

Ad tertium porro Linearum ordinem referuntur omnes 
Linea: curva; , quas fequens aequatio tertii ordinis generalis 
fuppeditat 

0 = « -f- e* -f- *,;y -j- tx' + txy ■ -f- (y' -f- nx' -J- Sx’y -j- xjr* 

fumtis x & y pro Coordinatis orthogonalibus , quia conditio 
obliquitatis Applicatarum ampliorem fignificatum huic aequationi 
non inducit , ut jam notavimus. Quia in hac aequatione multo 
plures , quam in praecedente habentur littera: confiant es , quas 
pro arbitrio definire licet, etiam multo major fpecierum di- 
verfarum numerus in hoc ordine continetur , quarum enume- 
rationem exhibuit Newtonus. 

5 6. Ad quartum Linearum ordinem pertinent omnes Lineae 
curvae , quas hac aequatio generalis quarti ordinis exhibet 

© = » + fx -f- yy + tx' -f- txy nx' -)-5 xy‘ -+-ay'-{- 

+ xx* -f- /*xy' -}- rx'y' fry' -\->y\ 

fumtis x & y pro Coordinatis orthogonalibus , quia obliqui- 
tas Applicatarum aequationi majorem generalitatem non indn- 
cit. Occurrunt ergo in hac aequatione quindecim quantitates 
conflantes , pro arbitrio definiendae , unde multo major fpecie- 
rum diverfarum varietas in hoc ordine occurrit , quam in pra- 
cedente. Linea: illa: quarti ordinis vocari etiam lolent Linea 

D 2 
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II. curvae tertii ordinis, quia Linearum ordo fecundus pro Lt- 
ncarum curvarum ordine primo reputatur ; fimilique modo 
Line® tertii ordinis conveniunt cum Lineis curvis fecundi or- 
dinis. 

57 . Ex his jam intelligitur , qiuenam Line® curv® ad or- 
dinem quintum , fextum , feptimum & fequentes pertineant. 
^Equatio autem generalis omnes Lineas quinti ordinis in fe com- 
plectens , quia ad ®quationem generalem quarti ordinis infuper 
accedunt termini , 

f 4 t * » » 4 f 

x ; x y ; x y ; xy ;xy ; y 

conflabit omnino terminis viginti & uno , & ®quario genera- 
lis omnes Lineas fexti ordinis continens habebit viginti & otflo 
terminos , & ita porro fecundum numeros trigonales. Scilicet 

aquatio generalis pro Lineis ordiuis n continebit 

terminos , totidemque in ea inerunt litter® conflantes, quas 
pro arbitrio definire licet. 

58. Neque vero quslibet litterarum conflantium diverfa 
determinatio diverias Lineas curvas producit. Vidimus enim 
in prscedente Capite pro eadem Linea curva , mutatis Axe & 
Abfciflarum initio, infinitas exhiberi polTe ®quationes diverfas; 
unde ex diverfitare ®quationum ad eundem ordinem pertinen- 
tium non fequitur Curvarum iis aquationibus indicatarum di- 
verfitas. Quam ob rem in enumeratione generum ac fpecie- 
rum id eundem ordinem pertinentium , qu® ex aquatione ge- 
nerati deducitur, admodum cautum cite opponet, ne eadem 
Linea curva ad duas piurcfve fpecies referatur. 

59. Cum igitur cx ordine aquationis , qu® inter Coordi- 
natas datur, Line® curv® ordo cognofcatur, propofita qua- 
cunque aquatione aigebraica inter Cootdinatas x & y , flarim 
conflabit , ad quemnam ordinem Linea curva illa arquatione in- 
dicata iit referenda. Primum Scilicet xquatio , fi fit irrationa- 
lis , ab irrationalitate liberari , tumque , (i fractiones fuperfue- 
fint, ab his purgari debebit, quo hnflo mamnius dhntniicjium 
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numerus, quem variabiles * & y in ea conftituunt , ordinem, ('a?. IIT. 
ad quem Linea curva pertinet , indicabit. Sic Linea curva , — 
quam h®c sequario yy — ax = o dat, erit ordinis fecundi: 

Linea curva autem in hac aquatione yy = xV( aa — xx) 

( qu® ab irraticnalitate liberata fit ordinis quarti) contenta 
erit ordinis quarti. Et Linea curva, quam h®c xquatio prxbet 

y = , erit ordinis tertii , quia iquatio a fradlioni- 

bus liberata fit any -f- xxy= a' — axx , in cujus termino 
xxy tres funt dimenftones. 

60. In una eademque autem xquatione pTures Linea: curva: 
diverf® contineri poffunt , prout Applicatas ad Axem vel nor- 
males vel fub data obliquitate conititur® ponuntur. Sic h®c 
xquatio yy=aa — xx , fi Coordinat® ponantur orthogonales, 
prxbet Circulum , fin autem Coordinat® obliquangul® flatuan- 
tur , tum Curva erit Ellipfis. Omnes tamen illas Curvae diverfae 
ad eundem ordinem pertinent , quia rcdudlione Coordinata- 
rum obliquangularum ad redtangulas ordo Gurv® non mutatur. 
Quanquam ergo xquatio generalis pro Lineis curvis cujufque 
ordinis ob angulum , quo Applicat® Axi iniifhunt , neque la- 
tius neque minus late patens redditur, tamen propofita ®qua- 
tione fpeciali Linea curva in ea contenta non determinatur , 
nifi angulus quem Coordinat® inter fe conftituunt , determi- 
netur. 

6 1. Quo Linea curva ad eum ordinem, quem aquatio in- 
dicat, proprie referatur , neceffe eft, ut aquatio in Fadtores 
rationales refolvi nequeat. Si enim xquatio duos plurefve ha- 
beat F adores , tum duas plurefve involvet xquatiories , qua- 
rum quilibet peculiarem Lineam curvam generabit , qu® junc- 
tim fumt® xquationis propolit® vim exhaurient. Hujufmodi 
ergo xquationes in Faclores refolubiles non unam fed plures 
Curvas continuas in fe compledluntur , quarum quivis pecu- 
liari xquatione exprimi queat ; & qu® aliter inter fe non funt 
connex® ; nifi quod earum xquationes in fe mutuo fint mul- 
tiplicat®. Qui con; fit ueius ab arbitrio noftro pendens , ejuf- 
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Lib. II. modi Linea: curva: non unam continuam Ll.ieam confli tuere 
* cetiferi poffunt. Tales ergo axjuationes, quas fupra comple- 

xas vocavimus, producent Lineas curvas non continuas, at- 
tamen ex continuis compofitas , quas propter ea complexas vo- 
cabimus. 

Gz. Sic ha:c a:quatioyy=rty -f-xy — ax , quae ad Lineam 
fecundi ordinis elfe videtur , fi ad nihilum reducatur , ut fit 
yy — ay — xy + ax = o conflabit ex hi.: Factoribus (y — x ) 
(y — a ) = o , complebitur ergo has duas xquationes y — 
x:=o & y — a=o , quarum utraque ell pro Linea redla , 
illa fcilicet cum Axe in initio Abfciffarum angulum fcmiredhnn 
conflituk, haec vero Axi ad diflantiam = a ell parallela. Duae 
ergo illae lineae redire fimul conlideratre in aequatione propolita 
yy = ay-\-xy — ax continentur. Simili modo hate aequatio 
ell complexa y' — - xy 1 — aaxx — ay' + axxy + aaxy = o 
neque propterea Lineam continuam quarti ordinis exhibet , cum 
enim Factores lint ( y — x ) ( y — a) (yy — ax) tres conti- 
nebit lineas diferetas , duas lcilicet rectas & unam Curvam in 
aquatione yy — ax = o contentam. 

63. Poffunt ergo pro lubitu Linea: complexae quscunque for- 
mari , qua: compledlantur duas plurefve Lineas live reclas five 
curvas ad arbitrium deferiptas. Quod fi enim unius cujufque 
Linere natura exprimatur per axjuationem ad eundem Axeni 
idemque Abfciffarum initium relatam , hxque a:quationes lin- 
gula:, poflquam ad cyphram fuerint reducia: , in fe multipli- 
centur, prodibit a:quario complexa , in qua omnes Linea: al- 

Tab. 1 V. funus fimul continentur. Ita , fi propofitus fberit Circulus 
Fig. 1 6. centro C & Radio C A = a deferiptus , ac prsterea Linea redta 
LN per Centrum C tranfiens, atquatio pro quovis Axe exhiberi 
poterit , qus Circulum & Lineam redlam , quafi ambo unam 
Lineam conlli tuerent , conjundiim compledlatur. 

64. Sumatur diameter AB , qu$ cum redta LN angulum 
femireclum conllituat pro Axe , ac fumto initio Abfciffarum 
in A , vocatilque Abfciffa A P =x , & Applicata PM = y , 
erit pro Liaea rcdla PMzss CP = a — x, & quia pundtum 
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tedae M in regionem Applicatarum negativarum cadi r, erit Cat 
y = — a + x , feu y — x + a = o. Pro Circulo autem cum ~ 
fit P M' = AP .P B , oh B P = z a — x , erit yy=rax — xx 
feuyy + jrjc — 2cx=o. Multiplicentur jam nae duae aqua- 
tiones in fe invicem ac prodibit aequatio tertii ordinis com- 
plexa 

y' — y' x+y xx — x' + <tyy — zaxy + 3 axx — zaax = o, 

quae tam Circulum quam lineam redam fimul in fe complere- 
tur. Abfciflae fcilicet AP = x refpondere invenientur tres Ap- 
plicatae , binae Circuli & una redae : fit nimirum x = ~ a , fiet 

y' + ~^ay' aay 1 a' = o , unde fit primo y -|- 

a = o tum divifione per hanc radicem inftituta erit yy — 

3 aa = o , unde tres valores ipfius y erunt. 

I. y——~a; 

II. y= -f av/ 3»' 

III. y— — l ~a \/ 3 . 

Quafi ergo Circulus cum reda LN unum continuum cons- 
tituerit , ita in aequatione repraefentatur. 

6 5. Notato hoc difcriminc inter Curvas incomplexas & com- 
plexas , perlpicuum eft Lineas fecundi ordinis vel e (Te Curvas 
continuas , vel ex duabus Lineis redis complexas ,• fi enim iqua- 
tio generalis habet Fadores , hi erunt primi ordinis , ideo- 
que Lineas redas denotabunt. Lineae autem tertii ordinis erunt 
vel incomplex® , vel ex una reda & una Linea fecundi ordinis 
complexae , vel ex tribus Lineis redis complexae. Porro Lineae 
quarti ordinis erunt vel continuae feu incomplexae, vel ex una 
Linea reda & una Linea tertii ordinis complex® , vel ex dua- 
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tiB. TI. bus Lineis fecundi ordinis complex® , vel ex Linea fecundi 
ordinis una & duabus redis vel dcnicjue ex quatuor Lineis redis 
complexa; erunr. Similiter ratio Linearum complexarum ordinis 
quinti altiorumque ordinum e'! comparata parique modo enu- 
merari poterit. Ex quo patet in quovis Linearum ordine fimul 
omnes Lineas ordinum inferiorum comprehendi , neque vero 
limpliciter , fed qu®libet ordinum inferiorum complexa cum Li- 
nea vel Lineis redis , vel cum Lineis fecundi , tertii , fequen- 
riumve ordinum , ita tamen , ut fi numeri fingulorum ordinum 
ad quos Line® fimplices pertinent in unam fummam addantur, 
prodeat numerus, quo ordo Line® complex® indicatur. 


CAPUT IV. 

De Linearum cujufque ordinis prxeipuis proprietatibus. 

66. J n t e r pr®cipuas proprietates Linearum cujufque or- 
dinis primum locum tenet earum concurfus cum Linea reda , 
feu interfedionum multitudo , quas Linea reda cum Lineis cu- 
jufque ordinis facere poteft. Cum enim Linea primi ordinis , 
l’eu reda , ab alia Linea reda nonnifi in unico pundo fecari pof- 
fit , Line® curv® autem in pluribus pundis a Linea reda fecari 
queant ; merito ergo qu®ri folet in quot pundis Linea curva 
cujufque ordinis fecari poffit a Linea ,reda utcunque duda : ex 
ipfa enim hac qu®(lione natura Linearum curvarum ad varios 
ordines pertinentium melius cognofcerur. Reperietur autem 
Linea fecundi ordinis a reda in pluribus quam duobus pundis 
fecari non pofle : Linea autem tertii ordinis a reda in pluribus 
quam tribus pundis fecari nequit, & ita porro. 

67. Supra jam mentionem fecimus modi , quo determinari 
potell in quot pundis Axis cujufque Curv® ab ipfa Curva 
fetetur. Daca enim aquatione inter Abfciflam x & Appli- 
catam 
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catam y, quia ubi Cuna pundum in Axem incidit, ibi Ap- Cai.IV. 
plicata y fit =o, ponatur inxquarione y=o, atque aqua- 
tio refultans , qux tantum x continebit, monflrabit valorcsipfius tab. IV. 
jf , hincque Axis punda , ubi Curva ipfum fucabit. Ita in xqua- I '‘ s ' lf '" 
tione pro Circulo, quam fupra invenimus , yy=i ax — xx , 
fi ponamus y=o , Iit o=zzax — xx , unde duo valores 
ipfius x refuitant , x=o& x=ia, qui indicant Axem RS 
primo in ipfo Ablciflarum initio ./ 4 , tum vero in pundo B , 
exifiente AB= ia , a Circulo interfecari. Similique moda 
in aliis Lineis curvis, pofito in aquatione y=o, radices ipfius 
x indicabunt interfediones Curva cum Axe. 

68. Quoniam in aquatione generali pro quavis Curva, Li- 
nea reda quacunque vicem Axis fuftinet , fi in aquatione ge- 
nerali ponatur Applicata y=o , aquatio remanens indicabit 
in quot pundis Linea curva a reda quacunque trajiciatur. Pro- 
dibit autem aquatio Abfcifiam folam x, tanquam incognitam, 
compledens , cujus lingula radices oftendent interfediones Cur- 
va cum Axe. Pendebit ergo interfedionum numerus a ma- 
xima ipfius x in aquatione poteftate , hincque major effe non 
poterit quam exponens fumma ipfius x poteftatis. Tot vero 
erunt interfediones, quot exponens maxima poteftatis ipfius 
a continet unitates, fi omnes radices aquationis fuerint reales , 
ftn autem aliquot radices fuerint imaginaria , interfedionum 
numerus tanto erit minor. 

69. Cum igitur pro quovis Linearum ordine aquationes ge- 
ncraiiffimas exhibuerimus ; ex iis , modo expofito , invenire 
poterimus , irt quot pundis Linea cujufque ordinis a reda qua- 
cunque fecari queant. Sumamus ergo aquationem pro Lineis 
primi ordinis feu pro Linea reda generalem, 0=«. -}-€* + 
yy , ex qua, pofitoy=o, fit o = a + €.v , qua aquatio 
plus una radice habere nequit , unde patet Lineam redam ab 
aiia reda in unico pundo fecari. Sin autem fit £=o , aquatio 
0=0 impoffibilis indicat hoc cafu Axem a Linea reda nuf— 
quam fecari, erunt enim amba ha Linea reda inter fe parallela, 
uti paret ex aquatione o = «.-{-yy , qux oritur fi £=o. 

Euleri Introduci, in Anni. injw. Tom. II. E 
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Lib. II. 70. Si in aquatione generali pro Lineis fecundi ordinis 
o=a -(- + yy + oxx + <ry + £yy 

ponamus y=o , prodibit hxc aquatio 

0= ct + + Sxx , 

qua aquario vel duas habet radices reales , vel nullam , vel 
etiam unicam li £=o. Hinc Linea fecundi ordinis a Linea 
reda vel in duobus pundis fucabitur , vel in unico , vel nuf— 
quam. Qui cafus omnes fic in unum comprehendi poffunt , ut 
dicamus Lineam fecundi ordinis a Linea reda plufquam in duo- 
bus pundis fecari non poffe. 

71. Si in aquatione generali pro Lineis tertii ordinispona- 
musy = o , prodibit hujufmodi aquatio 

o ==* -J- y xx -f- S*', 

qua cum plures tribus radicibus habere nequeat, perfpicuum 
eft Lineas tertii ordinis a Linea re< 5 ta in pluribus quam tribus 
pundis fecari non poffe. Fieri vero potefl ut Linea tertii or- 
dinis a Linea reda in paucioribus pundis fecetur , nempe vel in 
duobus , fi£=o, & aquationis o =«. + £* -|- yx* amba 
radices fuerint reales ; vel in unico fi fuperioris aquationis 
d na radices fuerint imaginaria, aut fi fit & $' = 0 & y = o ; 
vel etiam nufquam fi 5 '= o & reliqua aquationis amba radi- 
ces fuerint imaginaris, quod idem evenit fi € , y , & £ eva- 
nelcant , at a fuerit quantitas non aqualis nihilo. 

71. Simili modo colligetur Lineas quarti ordinis a reda in 
pluribus quam quatuor pundis fecari non poffe ; hseque Pro- 
prietas ad omnes Linearum ordines ita extendetur , ut Linea 
ordinis n a Linea reda in pluribus quam n pundis fecari ne- 
queant. Neque vero hinc fequitur omnem Lineam ordinis n 
a quavis Linea reda in n pundis fecari , fed utique fieri poteft 
ut numerus interfedionum fit minor , imo fubinde prorfus nul- 
lus , uti de Lineis fecundi & tertii ordinis annotavimus. Iu 
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hoc ergo tantum propofitionis vis eft pofita , quod interfeflio- C At.IV 
num numerus major nunquam efie poflir , quam exponens or- 
dinis ad quem Linea curva refertur. 

73. Ex r umero igitur interfectionum , quas Linea refla qua- 
cunque cum data Linea curva facit , ordo ad quem Linea cun a 
pertineat , definiri non poterit. Si enim interfectionum nume- 
rus fit = n , non fequitur Cunam ad ordinem Linearum n 
pertinere , fed ad quemvis ordinem fuperiorem xque referri 
poterit : quin etiam fieri poteft ut Cuna ne quidem fit alge- 
braica fed tranfcendens. Excludendo autem femper tuto affir- 
mari poteft , Lineam cunam , qua; a refla in n punflis fece- 
tur, ad nullum Linearum ordinem inferiorem pertinere pofTe. 

Sic, fi propufita Linea cuna a refla in quatuor punflis fece- 
tur , certum eft , eam neque ad ordinem fecundum , neque 
tertium referri ; utrum autem in ordine quarto , aut fuperiori 
quopiam contineatur , an fit tranfcendens , hinc dijudicari r.on 
poteft. 

74. Aquationes generales, quas pro Lineis cujufque ordinis 
exhibuimus, plures continent quantitates conftantes arbitrarias , 
quibus fi valores determinati tribuantur, Linex curvi penitus 
determinabuntur , atque ad datum Axem ita defcribentur , ut 
reliqux Linex curvx omnes , qux quidem in eadem xquatione 
generali continebantur , excludantur. Ita, quamvis ia xquatione 
primi ordinis o =«. + Cx -J-yy fola Linea refla contineatur; 
tamen ejus pofito refpeflu Axis infinitis modis variari poteft , 
pro diverfis infinitis valoribus quantitatum conflantium * , y. 
•Quamprimum autem his quantitatibus conflantibus definiti va- 
lores tribuuntur , pofitio Linex refla; determinatur , ut prxter 
hanc nulla alia aquationi fatisfacere queat. 

75. Hxc igitur xquatio o = a. + Cx -f- yy tres determi- 
nationes admittere videri pollet , ob tres conflantes arbitrarias 
*,£,& y. Verum ex natura squationum intelligitur xqua- 
tionem jam determinari , fi tantum ratio inter has conflantes 
definiatur , fcilicet ratio binarum ad unam ; ex quo ifla xqua- 
tio duas tantum admittet determinationes. Si enim Q & y 
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Lm. II. per ct ita determinentur utfit£ = — «. & y ==i*, «quatio 
o = a. — a.x -f- z ay , quia a. per divifionem exit , jam prorfus 
erit determinata. Similem ob rationem «quatio generalis pro 
Lineis fecundi ordinis , qua? fex continet conflantes arbitrarias , 
quinque tantum admittit determinationes , «quatio generalis 
pro Lineis tertii ordinis novem ; & generaliter «quatio generalis 

pro Lineis ordinis n patietur J - ^ - n z ^ — x deter- 
minationes. 

76. Semper autem ift® conflantes arbitrari® ita definiri pof- 
funt ut Linea curva per datum punihim tranfeat , hocque 

Tad.IV. modo una determinatio orietur. Sit enim propofita «quatio 

F‘S- ‘ 7 - generalis pro quovis ordine Linearum , qu$ ita definiri debeat, 
.ut Linea curva per datum punctum E tranfeat. Sumto pro lu- 
bitu Axe, in eoque Abfciffarum initior/, demittatur ex puntio 
B in Axem perpendicularis Bb , atque manifeftum eft , fi 
Curva tranfeat per puneflum B , tum pofito intervallo A b pro 
x , perpendicularem Bb pr«bere valorem Applicat® y. Quare 
in «quatione generali propofita , loco x fubflituatur A b , & 
Bb locoy, ficque orietur «quatio, ex qua una quantitatum 
conflantium x,£,y, S, i , &c. , definiri poterit; quo fafto 
omnes Curv® , qu® in «quatione generali hoc modo determi- 
nata continentur , per punctum datum B tranfibunt. 

77. Si Linea curva infuper per pun&um C rranfire debeat, 
inde ad Axem perpendiculo Ccdemiilo, & in «quatione po- 
fito x = Ac & y = Cc,nova orietur aquatio ex qua pariter 
una ex quantitatibus conflantibus a, €, y,$, &c. , definietur. 
Eodem modo intelligitur fi tria puntfla B,C,D prxlcri- 
bantur , per qu® Linea curva tranfire debeat , inde tres conf- 
tantes definiri; ex quatuor autem punctis B, C, D, £ qua- 
tuor litteras conflantes determinationem accipere. Quod fi ergo 
tot punda , per qu® Linea curva tranfeat : proponantur quot 
determinationes «quatio generalis admittit, tum Linea curta 
penitus erit determinata , ideoque unica , qu® quidem per 
omnia puncta propofita trar.feat. 
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78. Cum igitur aequatio generalis pro Lineis primi ordinis, Cap.1V. 
feu pro Linea reda , duas tantum determinationes admittat , - 
propofitis duobus pundis , per quae Linea primi ordinis , feu 
reda, tranfeat, Linea reda penitus determinatur; neque per 

duo punda data plures quam una Linea reda dud poterunt , 
quod quidem ex Elementis intelligitur. Sin autem unum tan- 
tum proponeretur pundum, tum, ob aequationem nundum de- 
terminaram , adhuc infinitae Lineae reda: per idem pundum 
duci pellunt. 

79. /liquatio generalis pro Lineis fecundi ordinis quinque 
admittit determinationes ; undcfi quinque proponantur punda, 
per qua: Linea curva tranfire debear , Linea fecundi ordinis pe- 
nitus determinatur. Hanc ob rem per quinque data punda 
unica Linea fecundi ordinis duci patefi: ; fin autem quatuor 
tantum vel pauciora punda proponantur , quia iis aequatio nun- 
dum penitus determinatur , innumerabiles Linea: , quae omnes 
fint ordinis fecundi per ea duci poterunt. Quod fi autem 
quinque illorum pundorum tria in diredum jaceant, quia Linea 
fecundi ordinis a reda in tribus pundis fecari nequit, nulla 
Linea curva continua reperietur , fed prodibit Linea complexa, 
dus nempe Linere redae, qure , uti jam monuimus , in aequatio- 
ne generali fecundi ordinis continentur. 

80. Quia porro aequatio generalis pro Lineis tertii ordinis 
novem determinationes admittit , per novem punda pro libitu 
affumta Linea tertii ordinis femper duci poterit , atque unica. 

Sin autem numerus pundorum novenario fuerit minor, tum 
per ea innumerabiles Lines tertii ordinis duci poterunt. Simili 
modo per quatuordeciin punda data unica Linea quarti ordi- 
nis , per viginti punda unica Linea quinti ordinis duci pote- 
rit , & ita porro. Atque in genere Lines ordinis n determi- 
nabuntur per tot punda quot hsc formula ^ - 7 ~1 1 K n + 1 ) — 

1 = ? ■ ) continet unitates ; ira ut , fi numerus punc- 
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Lte. II. torum datorum fuerit minor, per ea punda innumerabiles Li- 
nea: ordinis n duci queant. 

8 1. Nifi ergo plura punda , quam - . proponantur , 

femper una vel infinita? Lineae ordinis n per ea duci poterunt : 
unica fcilicet , fi numerus pundorum datorum fuerit = 
— — y ’ \ & infiniti, fi Ct minor. Nunquam autem, ut- 
cunque haec punda fuerint difpofita , folutio evadet impo (Tibi- 
lis , determinatio enim coefTicientium et , € , y , $ , &c. , nun- 
quam refolutionem aequationis quadraticae vel altioris potefta- 
tis requirit , fed tota per aequationes fimplices abfolvetur. Ex 
quo neque unquam valores imaginarii pro quantitatibus a. , C , y , 
&c. , reperientur , neque valores multiformes; hancque ob cau- 
fam femper Linea realis per propofita punda tranfieus prodibit; 
atque unica , fi quidem tot punda proponantur , quot deter- 
minationes aequatio generalis admittit. 

8i. Quoniam Axis pro lubitu affumi poteft , ifta coefficien- 
tium determinatio facilior fiet , fi Axis per unum pundorum 
.datorum ducatur, atque initium Abfciffarum in ipfo hoc ptmdo 
A (latuatur ; fic enim pofito x = o fieri debebit y= o , unde 
in iquatione generali propofita 

o = * + Cx + yjr + tx' + &c. t 

/fatim fit «. = o. Deinde Axis quoque per aliud pundum 
datorum tranfire poterit , quo pado numerus quantitatum , 
quibus pofitio pundorum datorum definitur , minuetur. Deni- 
que , loco Applicatarum orthogonalium ejufmodi obliquangulx 
digi poliunt , ut Applicata in initio AbfcifTarum duda pariter 
per pundum datum tranfeat. Curvae enim cognitio & conf- 
trudio ex xquatione ique facile deducitur , five Applicat® or- 
thogonales five obliquangula: ftatuantur. 

iy 83. Si quxratur Linea fecundi ordinis qui per quinque data; 
punda A, D, C, D, & E tranfeat , ducatur Axis per duo 
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punfla A , B : fumaturque initium Abfciflarum in altero Ca*-'V. 
punfto A. Tum jungatur hoc puudlum A cum tertio C , fuma- 
turque angulus CAB pro obliquitate Applicatarum. Quare ex 
reliquis pun&is D & E ad Axem ducantur Applicatae Dd & 

E e illi AC parallelae. Ponatur AB = a ; AC =b; Ad = c ; 

Dd = d ; A e = e ,8ceE = f ; atque fumta aequatione ge- 
nerali Linearum fecundi ordinis 

o = « + + yy -f- Sx' + txy -f- £y' 

manifeftum eft 

pofito fore 

x = o y = o 

X = O y = b 

x = a y = o 

x = c y = d 

X ~ C y —f 

Hinc orientur fequentes quinque aequationes 
I. o = a. 

H. O = «. + yb + {b' 

III. o = ct + -j~ Sa‘ 

IV. o = a. -f- €c + yd + Sc' + icd + 

V. o = <* + €e + yf + Se’ + te/ -f- <dj' 

Erit ergo «. = o ; y = — £b ;& = = $ a , qui valores in 
reliquis fubftituti dant 

o = — Sac — £ bd + Scc -f- icd + £dd 

o = — Sae — ££/ + $ ee + * e f + 

mulriplicentur fuperior per ef & inferior per cd & altera ab 
altera fubtrahatur , ut eliminetur t, ac proveniet 

o = — Sace f — ^bdef + Sccef -f- £ ddef 
+ Sacde + £ bedf — Sede e — 
feu 


Digitized by Google 


Lib. II. 


40 DE L 1 XEAR. CUJUS Q. ORD. PRJECIP. PROP. 

hdef bcdf Jdef -f- c dff 

{ aede — ace/ edet -f: ecef‘ 

unde fit 

£ = df(be — bc — de + cf) 

£ = ce (ad — af — de + cf) , 

hineque omnes coefficientes determinabuntur. 

84. Determinatis autem hoc modo omnibus coefficientibus 
aquationis generalis 0=«, + Qx -+- yy S'** *+* &c. , 
fuper Axe afiumto & fub conifituta Applicatarum obliquita- 
te , Linea curva deferibetur per punda infinita per aquatio- 
nem invenienda , haecquc Linea curva traniibit per omnia 
punda propofita. Si aequatio generalis plures admittat deter- 
minationes quam fuerint punda propofita , tum reliquis pro 
lubitu adimitis Linea curva per fingula punda data deferibe- 
tur ope aequationis omnino determinatae. Tribuuntur autem 
Abfciilae x fucceflive plures valores tam affirmativi quam ne- 
gativi ut o, i,i, 3 , 4 , 5 , 6 , &c. , & — 1 , — z, 
— 3, — 4, &c. , ac pro fingulis tx teruatior, e invef ican- 
tur valores Applicatae y convenientes , ficque plurima innotef- 
cunt punda latis vicina , per quae Curva traniibit , ex quibus 
proinde tradus Curvae facile perfpicietur. 


CAPUT 


Digitized by 



DE LINEIS SECUNDI ORDINIS. 41 

~ Caf.V 


CAPUT V. 

V ' 

De Lineis fecundi Ordinis. 

85-^^uia in Linearum ordine primo fola Linea refla con- 
tinetur cujus indoles jam fatis ex Geometria elementari 
condat , Lineas secundi Ordinis aliquanto diligentius 
contemplemur , quod es inter omnes Lineas curvas fint 
fimplicilfims , atque per totam Geometriam fublimiorem 
ufum habeant ampliflimum. Prsdits autem funt ilis Lines, 
qus etiam Sectiones Conic/e vocantur , plurimis 
inlignibus proprietatibus , quas cum antiquiflimi Geometrs 
eruerunt, tum recentiores amplificarunt. Harumque pro- 
prietatum cognitio adeo neccflaria judicatur , ut a plerifque 
Aufloribus ftatim poli Geometriam elementarem explicari 
foleant. Quoniam vero ilis proprietates omnes non ex uno 
principio derivari poliunt , fed alias squatio patefecit , alias 
generatio ex Seflione Coni , alias denique alii deferibendi 
modi , hic tantum eas proprietates inveftigabimus , quas squa- 
tio fola fine aliis fubfidiis fuppeditat. 

8 6 . Confideremus ergo squationem generalem pro Lineis 
fecundi ordinis , qus elt 

o = (t + €r + yy + Jr’ + t *y + { yy , 

quam squationem ita comparatam efie oflendimus , ut , quo- 
cunque angulo Applicats ad Axem inclinats llatuantur , ea 
tamen femper omnes Lineas fecundi Ordinis in fe complefla— 
tur. Tribuatur jam ifti squationi hsc forma 

• yy + i£±3LU+t± ’ - + ( ^+‘ =o. 

ex qua patet cuique AbfcilTs x refpondere vel duas Applica» 
Euleri Introduci, in Ana. 1 . infin. Tom. II. F 
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Ltb. II. tas y , ve! nullam, prout bina: radices ipfius y fuerint vel rea» 
* les vel imaginaria:. Quod fi autem fuerit <£ = o tum unica 

quidem Applicata fingulis Abfcillis refpondebit , altera abeunte 
in infinitum , quam ob rem ifte calus noftram indagationem non 
turbabit. 

Tab. V. 87. Quoties autem ambo ipfius y valores fuerint reales; id 
P‘g- ' 9 - quod evenit, fi Applicata P A 1 N Curvam in duobus pundis 
AI & N interfecat, erit fumma radicum P M P N = — 

‘A—ZZ.I ' , h/U y t fiimta reda AEF pro Axe, A 

pro initio AbfcifTarum , & angulo APN, quo Applicat® Axr 
inlillunt , pofito obliquo pro lubitu. Quod fi ergo fub eodem 
angulo ducatur quavis alia Applicata npm, cujus quidem va- 
lor pm eft negativus, erit eodem modo pti — pm = 

'• Subtrahatur h®c aquatio a priori, erit P AI 4- 

pm + P N — pn = AP ^ ■ - , ‘ Pp . Ducantur er 

pundis m & n red® Axi parallel® , donec priori Applicat® 

occurrant in pundis ,u & 1 , erit que M/x + Nv=-^~ — , feu 

fumma AI/.c + Nf ad Pp feu mf.c feu «» rationem habebit 
conflantem ut t ad Ratio fcilicet h®c perpetuo erit ea- 
dem , ubicunque in Curva ducantur red® AIN Sc mn , dum- 
modo cum Axe datum faciant angulum , atque red® nr Sc 
m,u Axi parallelae ducantur. 

Tab: V. 88. Si Applicata PMN eo promoveatur, quo punda M 
i‘S- 10 - & jY coincidant , tum Applicata tanget Curvam ; ubi enim duae 
interfediones conveniunt , ibi Linea fecans abit in tangentem. 
Sit igitur KC I ejufmodi tangens , cui ducantur parallela: quot- 
cunqite reda: M N , m n , Cuna: utrinque occurrentes , cujuf- 
modi reda: vocari folent Chorda; & Ordinati, 
Tum ex pundis M , N , m, n ad tangentem producantur ‘redas 
MI, NK ; Simi, nk Axi prius afliimto parallela:. Quia nunc 
intervalla CK„ Ck ad contrariam pundi C partem cadunt,. 
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negative capi debebunt. Hinc erit CI — CK :MI=t: X 
& C i — Ck: mi = t : £ ; ideoque C I — CK : MI = 
Ci — Ck: mi fcu MI: mi = CI — CK: Ci - — C£. 

89. Quia politio Axis refpedtu Cunee eft arbitraria , redis 
MI , N K , mi , nk pro lubitu duci poterunt, dummodo in- 
ter fe fuerint parallela: ; eritque femper MI : mi = CI — i 
CK: Ci — Ck. Quod ii ergo redhe parallela: MI & NK 
ita ducantur ut fiat CI= CK ; quod evenit li parallelae MI 
& NK ftatuantur redis CL, qus ex contadlu C dudla Ordi- 
natam MN in L bifecat : tum , ob C I — C K = o , fiet quo- 
que Ci — Ck =z?Mj(CI — CK) = o. Quare produdla 

redla C L in /, quia, ob mi & nk pariter ipli C L parallelas, eft 
m l = C i lk.nl = Ck, erit ml = n l. Unde fequitur redlam 
CLl , quat ex pundbo contadlus C dudla unam Ordinatam M N 
tangenti parallelam bifecat , eandem omnes Ordinatas mn 
eidem tangenti parallelas bifariam fecare. 

90. Cum igitur redla CLl omnes Ordinatas tangenti ICK 
paralias in duas partes squales fecet , hsc Linea CLl vocari 
folct Diameter Linea fecundi ordinis feu Scelionis conica. 
Hinc innumerabiles in unaquaque Linea fecundi Ordinis divi 
poliunt Diametri , quia in lingulis pundlis Curvx datur tangens. 
Ubicunque enim data fuerit tangens ICK , ducatur una qusvis 
Ordinata MN hinc tangenti parallela , qua in L bifedla, erit 
redla C L Diameter Lines fecundi ordinis , omnes Ordinatas 
tangenti IK parallelas bifariam fecans. 

91. Ex his etiam fequitur, fi redla LI duas quafvis paral- 
lelas Ordinatas MN & mn bifccet , eandem ede omnes reli- 
quas Ordinatas illis parallelas bifedluram : dabitur enim alicubi 
redla Curvam tangens IK his Ordinatis parallela, ideoque dabitur 
Diameter. Hinc nova habetur methodus in data Linea fecundi 
ordinis innumerabiles Diametros inveniendi; ducantur enim 
pro lubitu dux Ordinatae feu Chorda: MN & mn inter fe pa- 
railelx , quibus bifedtis in LScl, redla per hxc pundta dudla om- 
qes reliquas Ordinatas illis parallelas pariter bifecabit , eritque 
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propterea Diameter. Atque ubi Diameter produda Curvant 
fecat in C , per id reda I K Ordinatis parallela duda Curvam 
in pundo C tanget. 

91. Ad hanc proprietatem nos manuduxit confideratio fum- 
mx binarum radicum ipfius y ex xquatione 

yy + — j — 1 yH — — =°- 


Ex eadem vero xquatione condat fore produdum ambarum 

radicum P M. P N = + y * q U2 expreflio * rx 

vel duos Fadores habet fimpliccs rcales vel fecus. Illud eve- 
nit fi Axis Curvam in duobus pundis £ & P fecet , quia enim. 

his in locis fit y =0, erit ^ j +? — =a y hincque ra- 

dices ipfius x erunt A E & AF , atque adeo Fadores (x — 
A E )( x — AF) ita ut fit — — ---i-? = ( x — A E) 

( x — AF) = Y'EE.PF ob x = AP. Hanc ob rem 

ergo erit P M. P N= P E. P F feu redangulum P M. 

P N ad redangulum P E. P F conflantem habebit rationem ut 
$ ad £ ubicunque Applicata P M iVducatur, dummodo fit an- 
gulus NP F aPumto, quo Applicatae ad Axem inclinari po- 
nuntur , aequalis. Erit ergo fimili modo , fi ducatur Applicata 


n: n ob E p & prrt negativas p m. pn = 


i 


pE.pF. 


93. Duda ergo reda quacunque PE P Lineam fecundi or- 
dinis fecante in duobus pundis E , P, fi ad eam parallela: du- 
cantur Ordinatae quotcunque NMP, npm , erit femper P AL 
P N: P E. P F = p m.p n: p E. p F, utraque enim hujus pro- 
portionis ratio xquatur S : Simili modo fi , quia Axis po- 

litio elt arbitraria * reda P MN fumatur pro Axe , atque ipfi 
PEF alia quotcunque parallela ducatur e qj' , erit quoque PAU 
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PN: PE. P F=q M. qN : qt : qf=.pm. p n : pE.pF. Ergo Cap. V. 
alternando qe. qf: p E.pFz=z q M. q N : p m. p n. Datis igi- 
tur duabus Ordinatis parallelis ef & EF , fi alia: quaecunque 
duae Ordinata: inter fe parallela: MN&. mn ducantur, illas fe- 
cantes in punflis P ,p, q, r, erunt hae rationes omnes inter 
fe aequales. P M. P N : P E. P F= p m. p n : p E. p F= q M. 
q N :qe. <jf= rm. rn : re. rf. Quaeeft altera proprietas gene- 
ralis Linearum fecundi ordinis. 


94. Si igitur duo Curvae punfta M & N coincidant , refla 
P M N fiet Curvae tangens in concurfu illorum duorum punc- i+ ' 
torum , abibitque reflangulum P M. P N in quadratum ipfius 
P M vel PN, unde nova tangentium proprietas obtinebitur. 

Tangat nimirum refla C P p Lineam fecundi ordinis in punflo 
C, & ducantur lineae quotvis P MN, p mn inter fe parallelae, 
quae ergo omnes cum tangente eundem angulum coiillituant. 

Ex proprietate igitur ante inventa erit. 


PC’ :PM.PN = pCr ipm.pn. 


feu quaecunque Ordinata M N ad tangentem fub angulo dato 
ducatur, erit femper quadratum reflae C P ad reflangulum PM X 
PN in ratione conllante. 

95. Indidem etiam fequitur , fi Lines fecundi ordinis duca- Tab. V. 
tur Diameter quaecunque C D , omnes Ordinatas MN, mn Ptg. 10. 
inter fe parallelas bifariam fecans , atque ipfa Diameter Curvae 
occurrat in punftis duobus C & D , fore 

CL.LD : LM. l\ V= Cl. ID: Im. In. 

Cum autem fit LM= LN , & lm = ln , erit LM' : Im’= 

CL. LD : Cl. ID , feu perpetuo erit quadratum femiordinata: 

LM ad reflangulum CL LD in ratione conflante. Hinc 
fumta Diametro CD pro Axe, & femiordinaris LM pro 
Applicatis , reperietur ajquatio pro Lineis fecundi ordinis. Sit 
enim Diameter CD=a , Abfcifla CL = x & Applicata 
LM=y , ob LD^=iU — arerit, y' ad a* — xx in ratione 
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Lia. II. conflante , qus fit ut A ad h, unde orietur ifta pro Lineis fe- 
cundi ordinis aequatio yy = y ( ax — xx ). 

_ v 96. Ex ambabus autem jam inventis Linearum fecundi Cr- 
12. dims proprietatibus conjundim alia: erui poterunt proprietates* 
Dentur in Linea fecundi ordinis dux Ordinatae inter 1 'e paral- 
lela: AB & CD, & compleatur quadrilaterum ACDB, 
quod fi jam per pundum quodcunque Curva: M ducatur Or- 
dinata MN illis AB & CD parallela fecans redas A C & 
B D in pundis i' & Q , erunt partes P M & QN inter fe 
aequales. Nam reda, quae bifecat Ordinatas duas AB StCD 
inter fe parallelas , bifecabit quoque Ordinatam MN: at, per 
Geometriam dementarem , eadem reda bifecans latera A B Sc 
CD quoque bifecabit portionem P Q. Cum igitur linea: MN 
& P Q in eodem pundo bifecentur , neceffe efl ut fit MP = 
N Q & M Q = N P. Dato ergo , praeter quatuor Linex fe- 
cundi ordinis punda A , B , C , & D , quinto M ex eo re- 
perietur fextum N, fumto N Q — MP. 

97. Cum jam fit MQ. QN ad B Q. DQ in ratione conf- 
tante , ob QN =: MP erit quoque MP. MQa&BQ. DQ 
in eadem ratione conflante. Scilicet , fi aliud quodcunque Cur- 
va: pundum , uti c , fumatur , & per id reda Gc H ipfis AB > & 
CD parallela ducatur donec lateribus AC BD occurrat in 
pundis G & H , erit quoque c G. c H ad B H. DH in eadem 
ratione conflante * ideoque c G. cPI : B H. DH=iMP. MQ : 
BQ. D Q. Quod fi autem per M bafi B D parallelx du- 
catur RMS Ordinatis parallelis AB , C D occurrens in i? & 
S, erit , ob B Q = M R 8c D Q = MS , hxc quoque ratio 
MP. MQ'. MIl.MS conflans. Si igitur per quodvis Cur- 
va: pundum M dux ducantur redx , altera MPQ lateribus 
oppofitis AB , CD parallela, altera vero RMS bafiRD pa- 
rallela, intei fediones P , Q , R, & S ita erunt comparatae, 
ut fit MP. MQ ad MR. AIS in ratione conflante. 

9S. Si loco Ordinatae CD, qua: pofita efl ipfi AB pa- 
rallela , ex pundo D alia quscunque D c in ejus locum fubf» 


\ 
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tiruatur, &Chorda A c jungatur : ita ut nunc redae MQ ScRMS, Ca? 
duda, ut ante, per M lateribus AB&z BD parallelae , latera 
quadrilateri ABDc fecent in pundis p, Q , RScs; fimilis 
proprietas locum habebit. Cum enim fit AIE. AIQ: B Qx 
DQ=cG. cH : BH. DII feu MP. MQ : MR. MS~ 
c G. c H : B H. D H , ob redam RS ipfi BD parallelam & 
aqualem. Triangula vero fimilia A Pp, A Gc StDSs, c HD, 
praebent has proportiones P p: A P = Gc : AG; feu , ob A P : 

A G = B Q :BH, hanc Pp : B Q =.Gc :BII : altera fimiiitudo 
dat hanc DS ,(MQ) : S s = c H : D II, quibus conjundis lit 

MQ. Pp: MR. Ss = cG.clI: B H. D H ,ob B Q— MR. 

Hac proportio cum fuperiori collata prabet 

MP. MQ : MR. MS—Pp. MQ.MR.Ss, 

■unde addendo antecedentes & confequentes fit 

MP. MQ : MR. MS = Mp. MQ : MR. Ms , 

ubicunque ergo fumantur punda c & M in Curva , erit femper 
ratio Mp. MQ ad MR.Ms eadem , dummodo reda MQ 
& R i per M ducantur Chordis A B & B D parallela. Ex fu- 
periore vero proportione fequirur fore MP 1 MS =Mp : Ms. 
Cum igitur, variato pundo c , tantum punda p & s mutentur, 
erit Mpad Ms in data ratione , utcunque pundum c varietur, 
dum pundum M fixum fervatur, 

99. Quod fi quatuor quacunque punda A, B ,C, D in J. Aa 
Linea fecundi ordinis fuerint data , eaque jungantur redis , r ' 
ut habeatur trapezium inferiptum ABDC, proprietas Sedio- 
num conicarum latifiime patens ex pracedenti deducitur. Sci- 
licet , fi ex Curva pundo quovis M ad fingula trapezii latera 
fub datis angulis ducantur reda M P , MQ, MR & MS , 
erunt femper redangula binarum harum linearum ad oppo«<ca la- 
tera dudarum inter fe in data ratione, nempe erit M P. MQ 
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Tab. II. ad MR. MS in data ratione eadem , ubicunque pundlum M 
in Curva capiatur , dummodo anguli ad P , Q , R & S iidem 
ferventur. Ad hoc oftendendum ducantur per M dux redlx 
Mq &rs, illa lateri AB haec lateri BD parallela, ac no- 
tentur interfectionum cum lateribus trapezii pundta p ,q, r Scs: 
eritque per prius inventum Mp. Mq ad Air. Ms in data ra- 
tione. Propter omnes autem angulos datos datae erunt ratio- 
nes MP:Mp, MQ: Mq , MR: Mr , & MS:AIs y ex 
quibus fequitur fore MP. MQ ad AIR. MS in data quo- 
que ratione. 

Tab. vi. ioo. Quoniam fupra vidimus , fi Ordinatae parallela; MN, 
} 's- *+ mti producantur, quoad tangenti cuipiam CPp occurrant in 
P & p , fore P M. P N : CP‘=pm. pn:fp'. Quare, fi 
pundta L &/ notentur, ut fit PL media proportionalis inter 
PA1&.PN , pariterque p\ media proportionalis inter pm & 
p. n , erit P V : C P' = pV :Cp’ ; ideoque erit P L: C P = 
pl: Cp, unde patet omnia pundta L, l in Linea redla per 
pundtum contadlus C tranfeunte efle fita. Quare , fi una Ap- 
plicata P M N ita fecetur in L ut fit P L' = P M. P N, redla 
C L D per puncta C & L dudta omnes reliquas Applicatas 
pmtt ita quoque fecabit in / ut fit p l media proportionalis in- 
ter p m & pn. Vel , fi dux Applicatx P N &t p n ita in pundtis 
L & / fecentur , ut fit P L' = P M. P N & pl' = p m. p rt 
redta per L& / produdta per pundtum contadlus C tranfibit, 
•tque omnes reliquas Applicatas illis parallelas in eadem ra- 
tione fecabit. 

Tab. vi. ioi. His Linearum fecundi ordinis proprietatibus, qux ex 
forma xquationis immediate confequuntur , expofitis ; progre- 
diamur ad alias magis reconditas inveftigandas. Sit igitur pro- 
pofita zquatio pro his Lineis fecundi ordinis generalis 

yy + ^±^y + l^±^±-‘ =o, ' 

ex qua cum cuivis Abfciflx AP = x , duplex Applicata y 

nempe 
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ticmpe P M & P N refpondeat, pofitio Diametri omnes Or- Ca? - y 
diuatas MN bifariam fecantis definiri potdft. Sit enim IG 
ifta Diameter , qua; Ordinatam MN fecabit in puntfto medio 
L , quod ergo pundum eft in Diametro. Ponatur P L = { f 
& , cum fit 7 = — P M + — PN , erit z = *f . — - , 

feu i^-j-6x + y==o j qua: eft iquatio pofitionem Diametri 
I G praebens. 

ioz. Hinc porro longitudo Diametri IG definiri poterit, 
qui dat loca bina in Curva , ubi pun&a M & N coincidunt , 
feu ubi fit P M = P N. Ex xquatione vero dantur P M 
PN = — x .~ v & P M. PN= J '* X + Cz + « , unde fit 
(PM- PN)' = (PM + PN )' — '4 P M. PN=: 

(«« fiy icp ar + (yy 4 * ? ) 0 f.... 

• ^ i ^ > iCH 

kx — ~~zr^r^ x + 7 = o i cujus zquationis 

propterea radices funt AK & AH ita ut fit AK-{-AH=, 

& AK. AH == yr ~ 4 *< : hinc fit ( ^ 4 ii — 

“ — •*« — 4^< 

AK)‘ = /f ii’ = — «V V — 4 ( « « — 

At eft JG’= lAi 
normales fatuantur. 

103; Sint iftae Applicati, quas hic fumus contemplati , nor- 
males ad Axem AH ; nunc vero hinc quiramus iquationcm 
pro Applicaris obliquangulis. Ducatur ergo ex quovis Curvi 
pun&o A£ad Axem Applicata obliquangula Mp laciens cum 
Axe angulum MpH ,, cujus .Sinus ftt = ju & Cofinus = t. 

i 

Sit nova Abfcifla Ap=t , Applicata pM=zu , erit N = ^ 

& -£ = »., unde erit y—^u & x=t + tu , qui valores 
Euleri Introduci. In Anal. injin. Tom. II. G 




K H % 9 fi quidem Applicatae Axem 
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II. in squatione inter x Sc y , qua: erat o = a. Zx - f- yy 

$ xx + txy + £ yy , fubftituti prabent 

+ MV W . + p-ttu -+- fjLttuu 

feu 


0 

UU 4- 1 ( ^ * ~1~ 2 y ^ ^ "t - ■“ ■>■ + > O u+ r r + f r -f- « __ Q 

• /i t * -J- » » 

104. Hic ergo iterum qu$vis Applicata duplicem habebit 
valorem , nempe pM&z pn : quare ordinatarum Mn Diameter 
* lg P a ‘"i m odo ut ante definietur. Scilicet , bifedla Ordinata 
Mn in / erit / , pundhim in Diametro. Ponatur ergo p/=v, 
er it v== p/M- p - ^ — . { « ■+* f — "I— ’ r : . Demittatur 

ex I in Axem AH perpendiculum Iq ac ponatur Aq =/> , 
ql = q , erit /x = -- & v = ^ = p , unde fit v = 

& t = p — » v = p — Ll. Subftituantur hi valores 
.** . f e*- 

in a:quatione inter r & v ante inventa , & prodibit 

q — n i p — m v — > f 

/i i ft /U £ -f- 1 /u n -|- it' » J 1 

, feu 

+ p»0? + (MA t t + y + /.t»£ = o, 

feu * 


( + ? + (a*< + ^» 5 )p + y^t + »€ = o , 

qua aquatione pofitio Diametri ig definitur. 

105. Prior Diameter IG , cujus pofitio per haac trquatio- 
nem determinabatur y = o , produda cum Axe 

concurrat in O , eritque A O = ; hinc fit PO = 

— x, & anguli LOP tangens erit =- ? — 
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U 


& tangens anguli MLG, fub quo Diameter IG 
1 ( , 

Ordinatas M N bifecat erit = Altera vero Diameter ig 

,£ ,& 


Cur. V. 




produda Axi occurrat in o , eritque A o — ^ 

anguli Aoi tangens erit = Cuin jam anguli AOL 

tangens fit = ambi Diametri fe mutuo interfecabunt in 
pun&o quodam d , facientque angulum OCo= Aoi — AOL, 


cujus propterea tangens 


eft = — 


An- . 


4.“ £ (pr ir • t 1 • • f+f» ** 
gulus autem, fub quo hic altera Diameter ftias Ordinatas bi- 

iecat , eft MLo= i*8o* — Ipo — Aoi : hujus propterea tan- 
nseft= - a ^<+ . 1 ^ ,, ± 1,r * ■ 


gens 


2 t u f £ — V V i 


io 6. Inquiramus autem in pundum C , ubi hi dm Dia- 
metri fe mutuo interfecant : ex quo ad Axem perpendiculum 
C D demittatur , ac vocetur A D = g x C D = h ; eritque 
primo, quod C in Diametro /Gextat, a ^ A + « g +y=o. 
Deinde , quia C quoque in Diametro i g reperitur , erit 

( + +(m i + x»5')g + A t V +rS=o. 

Subtrahatur hinc prior squatio per /a multiplicata , ac remanebit 

r«A + 2r^g+»C = o,feu£A-f-' 2 -S'^ + ^ = o. 

Ex his fit h = g , ideoque 

(«•— = — & h = 

7m y * In quibus determinationibus cum non infint 

«« 4 i ( ^ _ . 

quantitates \x & r , a quibus obliquitas Applicatarum p Mn 
pendet , manifeftum eft pun&um C idem manere , utcunque 
obliquitas varietur, 

C i 


"V 
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Ijb. II. 107. Omnes ergo Diametri IG & ig fe mutuo in eodem; 

1 punito C decurtant : quod ergo fi femel fuerit inventum , om- 

nes Diametri per id tranfibunt ; ac vicirtim omnes refiae per 
id duits: erunt Diametri , qua: omnes Ordinatas fub certo 
quodam angulo duitas bifecent. Cum igitur hoc punitum in 
quavis Linea fecundi ordinis fit unicum , in eoque omnes 
Diametri fe mutuo decurtent , hoc punctum vocari folet Cen- 
trum Scelionis conicae. Quod ergo ex aequatione inter x & y 
prope lita 

o = a.-\-Zx J ryy-\-Sxx-\-ixy-\- £y y 
ita invenitur, ut fumta A D = * g ~ ^ , capiatur C D = 

Xyf Ci 

“ 4 J' C 

108. Supra autem invenimus efle A K A H = 
* j 4 • funt autem IK & GH perpendicula ex ter- 
minis Diametri I G in Axem demirta ; unde perfpicitur effe 

• A D = dJL^SlAJL-* atque ideo punitum D erit- medium in- 
ter puncta K & H. Quam ob rem Centrum quoque C in 
medio Diametri I G erit fitum ; quod cum de quavis alia 
Diametro aeque valear , confequens eft non>fqlum omnes 
Diametros fe mutuo in eodem puncto C decurtare', fed etiam 
fe invicem bifariam fecare. 

Tab. vir. 109. Sumamus nunc quamcunque Diametrum AI pro Axe 

Fig. 16. ad quem Ordinatae MN applicata: fint fub angulo APM==q, 
cujus Sinus = m & Cqfinus = n. Ponatur Abfcirta AP=x 
& Applicata P M=y , cujus cum duo fint valores aequales 
altei* alterius negativus eorumque adeo fumma — o , tequa- 
tio generalis pro Linea fecundi Ordinis abibit in hanc formam 
yy=ct -\-Qx yxx ; qua: , fi ponatur y = o , dabit punita 
G & I in Axe , ubi is a Curva trajicitur ; aquationis fei- 



Digitized byGoogle^- 1 


SECUNDI ORDINIS . 53 

licet xx + — x + — o radices erunt x = A G fk. x = ^ AP ' ^ ' 
# > r 

I i ideoque habebitur AG-\- AI = — , 8 cAG. AI=z 

^ • 

A-. Cum igitur Centrum C in medio Diametri G I fit po- ^ 

litum , facile reperietur Centrum Sedtionis conica; C. Erit enim 

A C=z yiG+ **=— . 

1 

i ro. Cognito jam Centro- Sedtionis conicae C , in- Axe 
AI, id convenientiffime pro initio Abfciflarum accipietur.- 
Statuatur ergo CP = t, quia manet PM=y , ob x = 

AC — CP = — t , prodibit hac aquatio inter Coor- 

dinatas t & y 

yy = a — g + g — + £r + ytt 

(eu 

yy = a — - + yrr. 

Pofito igitur *• loco t , habebitur aequatio generalis pro Lineis 
fecundi ordinis , fumta Diametro quacunque pro Axe , & Cen- 
tro pro Abfciflarum initio, quae , mutata conflantium forma, erit 

yy = a — Cxx. Fofito ergo y=o fiet C G = Cf= V-fr 

ideoque tota Diameter G I erit = 2. V 

nx. Pon#tur x = o , ac reperietur Ordinata per Centrum 
tranfiens EF: fiet fcilidct C £== C.F= V oc ; ideoque tota 
Ordinata £ E= x V * i qua , quia per Centrum tranfit , pa- 
riter erit Diameter , cum illa G I angulum faciens E C G=g. 

Hac autem altera Diameter EF bifecabit omnes Ordinatas 
priori- Diametro G I paraillelas ; fadta enim Abfcifla A P ne- 
gativa , Applicata aC verfus I cadens manebit priori PM 
aqualis ; & , cum eidem fit parallela , puncta ambo M jundta 
dabunt Lineam Diapietro G I parallelam ideoque bifecaudanx 


/ 
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Lib. II. a Diametro E F. Ha; igitur ambas Diametri G I & E F it! 
inter fc funt affedls , ut altera bifecet omnes Ordinatas alteri 
parallelas , quam ob reciprocam proprietatem hae duas Diametri 
inter fe conAjgat/e appellantur. Si igitur in terminis 
, G & 7 Diametri G I ducantur re<5ls alteri Diametro E F pa- 
rallela; , tangent ha: Lineam cunam, fimilique modo fi per 
E & F ducantur re&i Diametro G I parallela: «a: tangent Cur- 
vam in pun&is £ & F. 

1 1 x. Ducatur nunc Applicata quaevis M Q obliquangula ; 
fltque angulus AQM = p , ejus Sinus = /j. & Cof. == r. 
Ponatur AbfciiTa C Q = t , & Applicata M Q = u , eritque 
in triangulo P M Q ob ang. P M Q=p — q ac propterea 
Jln. P M Q == /x n — y m , y : u : P Q = /j. : m : p.n — » m 


( /i n-. — r m)u 


m 


unde 


hineque y = & P Q 

P Q=zt — f “ n Subftituantur hi valores in tcqua- 

tione fuperiori yy = et — Crr, fcuyy+<oJfat — «,=0, 
ac orietur 

( — »ot)') uu — x £m(/an — ym)tu tt — cun’=o f 

cx qua Applicata u duos obtinet valores Q M & — Q n 
eritque QM— Q.= Biterer Or- 

clinata M n in p , eritque reda C p g nova Diameter fecans 
omnes Ordinatas ipfi Mn parallelas bifariam , eritque Q/> = 

Cmjfin r m ) t * * 

+ — rm)‘ f • - * 

Obtinetur autem hinc anguli G Cg tangens 

" ‘ > m ) 


ii 3* - 

u. 06 i /i C /n ( fx. n ' v iri 

C ^T Qp ’ Vd tan S- GC S= r + ndrn—y-m) 

Mpg = jQ-_ M ,+CU«— '|”)K^)’ q 
angulus fub quo nov® Ordinata; iH /i a Diametro g t bife- 
cantur. Porro vero e’rit Cp‘ = C()'-+ £/>' + x r. CQ x 


& 
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Qp ~ rmv ; tt , Id 

(ftn rm) )* 1 


Cap. V. 


C D = ^ 1 ^ ( *** d~ ^ C ,u n [ | un i • m) -f* C g ( n 

• H/A -{- e(ftn r m 

Ponatur C p = r Sc p M = s , eritque r = 

__ ( u u -{- C ( h n » 


r m 


1 ). 


r ni ) “f~ C C ( ,« /i »/«)') 

C m { u n y m ) r 


& U = i -f- 


<2/> = ■* + 


/“V 1 /*' *f- a-C /* n U“ n — » «i ) -)- C C ^ ,«/i — i m )‘j’ 
qui valores porro dant 


v M_£ i e ( i“ ” • 

y ~ * ^ V ( • • 


r m) i 


( pn — — r m) s 


*• ) 

+ 


g r 


V( 


unde ex aquatione yy + Crr — a. orietur 

(«n i/n)‘) 


)' 


+ 


C ( it n C ( u n v m ) 1 ) rr 


rl (* -(r i C /t n V“« ivn ) -J- u ' \ un - 


• 77« i 


114. Vocemus jam femidiametrum CG=f & femicon- 
jugatam CE = CF=g , eritque /=Vy & g = V a. , feu 

a = gg & : unc * e ^ yy “1“ % s ‘ ^°“ 

namus porro angulum G C g = p , erit ra/tg. p = 
”,L) - At » ob ac S ulum GCE = q, fi* pona- 
tur angulus £ C c = -sr , erit yiQAf=^ = y + '5r,- ideo- 
que =fin. ( q + -rr ) ; r = co/T ( q -f zr ) , m = fin. q & 
n — cof. q. Ergo tang. p = , — 7 — -5' — — — 

C. tefljr. <7. M«-. -r ^ 

tang. q -j- tang. rr -j- i tJng. 9 r 

fin.p = 


V ( /</* 


c. /?«. 9 

2. t> fi n (y.n r <« ) -J- C C ( /4 /1 » m p") ’ 


atque 
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tiB.II. p/x + /3(/un — v m)‘ — ( fin . (7*+«r)’)+£ ( fin . w ) r , 
1 quibus valoribus in fubfidium vocatis prodit ifta iquatio inter 
, Rr c ( (fin. 9 + '* )'.+ < t (fin.*Y)ss , ^((y?n-g + T )‘ + ? (fin.it)') rr 
• (>.?)■ ^ •Spifin-qY (Jin.^Y 

(fi n -p)' — »=0. Ateftg = , v *"**/&»•(* + «> = 

V r/ U tn * <i coj. q. tang. pj.Jin.TC 

fjng. p. ( tang. q -f- tnng. t ) jrjr cor. Wng, ? 1 p eu 

<J1J. X ( 5 Mflf. p ) __ ff COt.p. tang. q I 

ff+gg 


tang. q = 

° 1 gg cot.p 

poliunt. Erit vero yj 


, unde plurima confe&aria deduci 


JJ. cot. r 

gg /in- o. Tm. ( q rr) 

Jin. «r Jin. (. q p) 


ii f. Sit femidiameter Cg=a, ejufque femidiameter con«- 
jugata C = i ; erit ex «quatione ante inventa , 

fin. q. fin. ir V at 8 


Jin. p V ( ( fin. q + fi {.Jin. * )‘ ) 

gg. fin. q. fin. it 


Jin. p V {// {/in- {q + *)Y + gg { fin. 
f g- fin- 1 


)•) 


, & b = 


. . , — -. — -r — , , j-r. r-r , hinc erit a: b = 

g. fin. i r : / fn. p. Eft vero porro ( fin. ( q + ir ) )' -f- 
^.(fin.iry = f! jr- | (f in • (?—/’) fn-iq+nr) +fin.p.fn . tt) 


unde fiet a =— 


ff v "" " 1 Jin. ( q p) 

_ fin. q. ( fin. ( q + te), fin. ( q + r p ) 

* fin. ( q — p ) 

gg. (in. * w fin - q. fin. ( q - P ) f eu D k ££ — _ 

/■Jin. p fin. ( q -)- « ) fin- (? + * p) * J ff 

Jin. p. /in. ( g-j-x) • r . fin. q. fin. ( ? + x ) 

fin. v.finXq j>) * V fin. {q p).fin.{q + tt p) 


fi 

& b = 


fin. q. fin. ( q p ) 


» V , — 'T- ' T" V ; — 5^ * > er g° erit 

a : b = f. fin. ( q + 7r ) : g. fin. ( c/ — p) & a b =s 

fj£_J"L.9. . 

fin.{q + * pf , 

u5. Si 
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1 16. Si ergo in Seftione conica binx Diametri conjugat® 
habeantur, GI, EFStgi, ef, erit primo 

Cg-.Ce — CG.Jin.ECei C G.fin. G C g. 

Ergo 

jin. G C g: fin. E C e = C E. C e : C G. C g. 

& fi cliordx Ee St Gg clueantur, fiet hinc Triangulum C Gg = 
Triangulo CE e. Deinde erit C g : C e = C G.Jin.G C e : C E. 
fin.g CE, feu Ce.C G.fin. G C e=CE.C g.fin. gC E : unde, 
fi ducantur chordx Ge St g E , erunt Triangula G CeStgCE 
inter fe xqualia , feu e regione erit Triangulum I Cf = Trian- 
gulo iC F. Ultima vero aequatio ab. Jin. (q + tt — p) = 
J S-f in • ? ^bit C g. C e. Jin. g C e= C G. C E.fin. G C E. Quod 
ii ergo ducantur chordae EGSc eg, vel e regione FI Si.fi 
erunt pariter Triangula IC F St i£ J xqualia : unde fequitur om- 
nia parallclogramma , qux circa binas Diametros conjugatas 
deferibuntur , inter fe elfe aequalia. 

117. Habentur ergo tria triangulorum paria inter fe aequa- 
lia , nempe , 

i. Triangulum FCf xquale Triangulo I C i. 

II. Triangulum J C I xquale Triangulo F C i. 

III. Triangulum FC I xquale Triangulo f C i. 

Unde fequitur fore trapezia FfC I St i I C J inter fe ecqualia ; 
fi quibus fi auferatur idem triangulum fCI, erit Triangulum 
FI f = Triangulo If i : qux cum fu per eadem bafi f I finr 
confotura, necefle eil ut fit chorda Fi chordx //parallela. 
Porro itaque erit Triangulum F Ii = Triangulo i fF, ad qux 
fi addantur triangula xqualia FC I St J C i, erunt quoque hxc 
trapezia inter fe xqualia FC I i = i C J' F. 

1 1 8. Hinc etiam deducitur methodus ad quodvis Line® 
fecundi ordinis punctum M tangentem M T ducendi. Sumta 
enim Diametro GI pro Axe , cui conjugatx femillis fit E C , 
ex pun&o M ipfi CE parallela ad Axem ducatur MP , qux 
erit femiordinata , ac PN=PM. Du&a CM, qu® erit 
Semidiameter, quxratur ejus Semidiameter conjugata CK , cui 
tangens M 1 ’quxfita erit parallela. Sit angulus G C E — q ; 
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Lib. If. GCM : 


T) E 

:p & E C E = ■ 


• ... F. C* 

ent , uti vidimus , == 


£ 2 - ^ :1 ?-b l) &MC = CC fr.fr /&»-(g + <0 A 

/.1. /C.Jill. {q p ) r Jin. 1 3 p ).fin. ( q -)- TT ? ) 

in Triangulo CMP eft MC' = CP‘ + AfP* -j- i PM X 
CP.cofq. & MP :MC=Jln.p :fin.q. C< MP : CP=fin.p : 
Jin.(q — p). Deinde in Triangulo CMT, oh angulos datos, 
erit C M : C T : MT = ftn. ( q + tt ) : Jin. ( q -|- ti p ) : 

fin.p. Hinc, angulis eliminatis, erit MC = C G J ~y. C -~ 

feu CG — CP.CT. Hinc erit C P : C G = C G : C T , 
unde pofitio tangentis expedite invenitur. Erit autem ex hac 
proportione dividendo CP : P C = CG :TG ; & ob C G — 
C I componendo C P : I P = # C G : TI. 

1 1 9* Cum fit — u + ~) & £JC = 

f/n. p.fin. (q p) 

fin. p. Jin. {q p) * 


CG 
itemque 


Jin. v.fin. ( q p ) " C AC 

C M' fin. q. fin. ( q -f- g ) 


& 


C IV 


__ fi n - q- fin- tq p ) 


CG‘ fin.{q p )Jin.(q-\-nt p ) 


erit 


CE' + CG' 


CE Jin. fin. ( j + ir p)’ t' G‘ 

fin. p. jin. ( q + * ) + fin- fin. ( q p ) „ C K' - f- C M 1 _ 

fm. t. fin. {q p) * t 'M' 

fin. p.fin. (q p) fin. it.fin. ( q -\~v) , n ^ „ 

K 'j&~.jm. {q + *) • At efi Jin. A. fin. 5 = 

'£* (jI—B) ^ cq/T ( ^ + P) & vicifiim -i co/.' — 

l-cof.B=fin.dl±l.f l n.^=^. Unde erit ftn.p.fm. (q+qp) + 
Jin. - st. Jin. (q p) = — cof.(q-\-ve — -p) — Y co _A l 7+ 7r ~f7 ) ) 4* 

~cof.(q—7r~p)~ ~cof.(q+nr—p)—-~cof. (q—zs—p) 

Y co f-(.<l+ 7r +P)=f ln -qfin. (p+tt). Atque ftn.p.fm. ( q — p) -f- 
fin. Tr.finfq + Tx) = ~cof.(q — z p) — ~ coj. q + ~ cof.q — 
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~cof.(q + X7sr)^;—cof.(q — xp ) — E cof.(q + iw) = 

fin. ( q + zf — p ).fin.(p + vr ). 

Hinc ergo erit 

CE' + C G' fin. q.' fin. ( p -f- t ) 

C G‘ fin. it. fin. ( q p ) * 

& 

C K' -f C fin. ( g -f- ■» p ) . fin. ( p -f- it ) 

C M' fin. n. fin. ( q -f- ir ) * 

uqde conficitur 

CE' + CG' CG' fin. g. fin. ( g — ir ) C G' C AT 

CK‘ + CM‘ CM ■ ’ fin.{q — ■p).fin.(q+~ p) CM' * C G" 

Quare erit CE' -f- C G' = CK' -f -CM' , ideoque in eadem 
Linea fecundi ordinis fumma quadratorum binarum Diametro- 
rum conjugatarum femper eft conflans. 

ixo. Cum igitur dentur dua; Semidiametri conjugat» CG 
& C E , pro Semidiametro CM ad lubitum alfumta flarim 
repentur ejus femidiameter conjugata CK fumendo C K = 
V ( C £' + C G' — C M'). Ex fuperioribus ergo Seftionum 
conicarum proprietatibus erit TG. TI:TM' = CG. CI: 
CK' = C G' : C K’ = C G' : C E' + CG' — CM' ideo- 
que T M’ — C G V -- E ^ C . Simili modo, fi 

produfla Ordinata MN, ducatur tangens NT , amb» tan- 
gentes MT Si NT. Axi TI in eodem punflo T occurrent. 
Erit enim pro utraque C P : C G = C G : C T. At c ero 

dufla refla CN erit TN= CG V C - + / G C ‘~ C ' tf ‘ , 

a deoque T M' : T N' —CE' + C G’ — C M' : C E' + 
C G' —C N' . Erit vero , ob bifeftam MN in P , fin. CTiI : 
fin. CTN — TN : TM=i/(CE' + C G' — C N ' ) : 
y/(CE‘ + CG‘ — CM‘). 

ixi. Ducantur in terminis Diametri A Si B tangentes AK , 
B L , ac producatur tangens quacunque MT donec utramque 
tangentem fecet in punflis K Si L. Sit ECF Diameter con- 
jugata , cui tum Applicat» MP tum tangentes AK Si BL„ 

H z 


Cap. V. 


T-n. vir. 
F‘S- 13 . 
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So DE LINEIS 

Lib. H- erunt parallela:. Cum jam fit, ex natura tangentis , CP r 
C A=CA: C T ob CB == CA erit CP : AP — CA: 
AT , & CP ■. B P = CA:BT ergo CP : C A = CA : 
C T= A P : AT = B P : BT , hineque AT-.B T= A P : 
B P. At eft AT: BT —A K: B L , ergo AK :BL = 

A P :BP. Deinde eft AT=^~--, BT=^iJi£. 

& PT = m P + AP = - P c * P ergo AT:PT=: 
C A : B P = AK : P M ; fimiliquff modo erit BT : P T =? 
CA : AP — BL: PM; unde fit AK = -^^ M , BL = 

A IC.BL = At eft AP.BP : 

P AT = AC' : CE' , unde confequitur ifta egregia proprie- 
tas AK. B L = CE' , cx qua porro fit AK = CE V ^5 & 

BL = C E V & AP -.BP — AK' : C E' — C E’ : 
BL' = /i M : A 4 X , atque A K : B L = KAf: IM. 

tai. In quocunque ergo Curva: puncto M ducatur tangens 
occurrens tangentibus parallelis AK, B Lin K & L , erit fem- 
per Semidiameter CE tangentibus AK & BL parallela me- 
dia proportionalis inter AK &.BL, feu erit CE' = AKx. 
B L. Quod fi ergo in alio quocunque Curva: puncto m fimili 
modo ducatur tangens kml , erit quoque C E' = A k . B l, 
ideoque AK : Ak = Bl : BL ; hineque erit quoque AK ■ 
Kkz=Bl • L!. Secent tangentes KL & bl fe mutuo in 0, 
eritque AK : B I — A k :B L—K k : L 1 = ko : lo — Ko : 
Lo. Atque hs funt prtEcipua: Se&ionum conicarum proprie- 
tates , cx quibus Newtonus plurima iniignia problemata 
refolvit in Principiis. 

113. Cum fit AK : Bl = Ko : Lo , fi tangens LB pro- 
ducatur in I ut fit B I = A K , erit I pundhim , ubi tangens 
ex altera parte ipfi KL parallela hanc tangentem LB eflet fec- 
tura , quemadmodum K in tangente LAI eft punctum, ubi ea 


II':. '__J 
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a tangente A Ii ipfi D L parallela fecatur. Tranfibit ergo rccla C/.p. V. 
1 K per Centrum C , ibique bifariam fecabitur. Quodii igitur ' 

duae quacunque tangentes B L, AIL, modo praefcripto in I 
& K producantur , ciqiie a tertia tangente Imo in pundis l(ko 
fecentur , erit B I . B l = Ko : Lo, & , componendo , IB : 

II =.Ko:KL, ubicunque ergo tertia tangens Imo ducatur 
erit perpetuo IB.K L = II Ko. Duda ergo quarta tan- 
gente quacunque X/xu binas primum aflumtas IL & K L fe- 
cante in X & , erit pariter / B .K L = I X .K u , ideotjue 

II . K o = I X . K ot feu II : Ix = K u : Ko. Dudis ergo redis 
lu , Xo, in qua ratione ha: fecabuntur, reda per fedionum 
punda tranfiens in eadem ratione fecabit redam I K. Quare 
li redae /» & Xo bifecentur, recta per bifedionis punda tran- 
fiens , bifecabit quoque redam I K idsoque per Centrum Sedio- 
nis conica; C tranfibit. 


i iq. Quod reda n m H , qua redas I a , Aoin data ratione T a b. 
fecat ; in eadem ratione fecare debeat redam K I, fi quidem Y, 1 1 
fvierit I /: Ix = K u : K o , feu I X:Xl = Ko : oa>, hoc modo 
ex Geometria oftendetur. Secet reda mn utramque lu Sc Xo 
in ratione m : n , feu lit X m : m o = In : n u = m : n , & ea 
produda trajiciat tangentes 1 L, &. K L in Q & R ; eritque 

fin. Q :fin. R ; ^ = -^7 : ^ , ergo Q l : 

R u = QX : R o , & dividendo l X :o u = Q X : Ro= Q l : 

R u. Cum vero fit /A: o u = I X: Ko, erit quoque QI : RK = 

Ix: ou , & fin. Q : fin. R = ~:~-. At eft quoque^/tn. Q: 

r „ HI . HK 
fin. R — Qr icji 
X m : mo = In: nu. 


■Jfl : — , unde fit 

/A O U 7 


: m : n • 


115. Datis duabus Semidiametris conjugaris C G . C E, qu$ T a d. 
angulum obliquum G C E = q inter fe comprehendant, fem- VII. 
per reperiri poterunt duae aliae Semidiametri conjugatae C M ' s ' 17 
& C K quae angulum MC K redum confiituant. Sit angulus 
G CM—pr, & pofito E CK = 7 r , erit q + tt — p— 90°. 


i 


r 
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Lib. II. idecqu zfiti.rx—cof.(q — />)& fin.(q —cof.p. Unde 

fevfi na 'l erit ^ E ' — fin ' p - cnt p ■ — f'"- * p 

' ' „ ' CG' fin\q p).cof(q p) Jin. i (q p) 

-cof.iq. 


/in. 2 n 


CG' 


— 7 : : er eo -j-~ = fin.xq.cot. ip- 

-cof. 2 q.Jin. ip ’ ° CE' J 7 r 

CG' 


Jin. iq. coi. cp - 

ex quo fit cot. x G C M = cot. x q + cE.fih iq * ^ ua: £EC I U3t10 


femper praebet folutionem poflibilem. Erit vero - ,-g - . = 


Jin. (q p ) 

C G' 

— — tau rr . 

C M' 




r^g- /> 


CAf ■ 

C G' 

, unde p = /ung. q ■ 


CM~ tang. q ' 

q . At cum fit C M‘ + C K' ==. C G' C E' Sc 

C K. CM= C G .C E. Jin. q. ; erit C M + C K = <J (CG' + 
xCG.C E. Jin. q + CE‘)8i C M— C K = V (CG‘ — xC Gx 
C E.fin. q + CE') unde i pix Diametri conjugati orthogonales 
reperiuntur. 


Tab. VII. i x 6 . Sint igitur C A & C E ambi Semidiametri conjuga- 
Fif ' tx Sedionis conici orthogonales , qui vocari folent D i a- 
metbi principales, fefe in Centro C normaliter de- 
cufiames. Sit Abfcifla C P = x , Applicata PM—y , erit- 
que , uti vidimus , yy = «, — Gx x , vocatis autem Semidia- 
metris principalibus A C = a, C E = b erit «. = b G = 

unde fit yy-=.bb — ! ’ !yx . r . Ex qua iquatione intelli- 

gitur, cum non mutetur , five x & y fumantur affirmativi five 
negativi , Curvam efle habituram quatuor partes fimilps & 
squales utrinque circa Diametros AC & E F litas. Erit nempe 
quadrans ACE fimilis & squalis quadranti ACF , hifque bini 
pares ad alteram partem Diametri E F funt pofiti. 

1x7. Si ex Centro C, quod pro initio Abfciflarum affum- 
fimus , ducamus redam CAf, erit ea = V (x*-J-yy) = 

V (bb — \-xx), unde intelligitur , fi fuerit £ = 

feu C E = C A , fore C M = J bb = b = a. Hoc ergo 
cafu omnes redi ex Centro C ad Curvam produdi inter fe 


I 


M 
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firunt squales; qus , cum fit proprietas Circuli , manifeftum cft 
Sedionem conicam , cujus bina; Diametri conjugata: principa- 
les fint inter fe squales, efle Circulum , cujus adeo squaiio 
inter Coordinatas orthogonales , pofitis CP = x & P 31= y, 
erit yy=aa — xx , exiftente Radio Circuli CA=a. 

iz 8 . Sin autem non fuerit b = a, reda C M per x ratio- 
naliter nunquam exprimi poterit. Dabitur autem aliud punc- 
tum D in Axe , a quo omnes reds ad Cun am duds D M 
rationaliter exprimi poflimt ; ad quod inveniendum , pona- 
tur CD=f, atque ob D P = j — x erit D M ' — - fj' — 

'ifx xx bb — — — = Ib — rfx + — — ^ ** oua: 

exprellio quadratum evadet fi fuerit ff= ^ aa f cu 

o = aa — bb — ff, unde fit f= + V( na — bb) , hujufmo- 
tli ergo pundum dabitur geminum in Axe AC, utrinque fici- 
licet a Centro in diftantia CD=^ (ab — bb). Erit autem 

tum DM'=aa — i xyj(aa — bb) + > hineque 

D M= a — * V f « « T~ * * "> = AC—^~-. Fado 6P=o, 
fiet DM~ DE=a = AC , fumta autem Abfcifla CP=CD, 
fcux=V ( aa — ££)> reda DM abibit iu Applicatam DG, 

eritque ergo DG= — = ^t, feu fiet DG tertia propor- 
tionalis ad AC & CE. 

119 . Ob fingularem hanc proprietatem , qua punda D hoc 
modo definita gaudent , illa Diametri principalis punda om- 
nino attentione fiunt digna ; plurimis aliis autem hate eadem 
punda prsdita fiunt eximiis proprietatibus , ob quas peculiaria 
nada fiunt nomina. Vocantur vero ifta punda Foci fieu um- 
bilici Sedionis conica; ; & , cum in Diametro majori a fint 
pofita , ifta Diameter a fua conjugata b ita diftinguirur , ut ea 
vocetur Axis principalis & trr.njverjus ; dum altera b ejus Axis 
conjugatus appellatur. Applicata vero orthogonalis D G iu ipfio 
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. ir. Foco alterutro eredta nomen semiparametri obtinuif, 
tota euim parameter elt Ordinata in D , fcu D G bis 
fumta , cjux etiam Intus reclum nuncupatur. Eft ergo Semiaxis 
conjugatus CE media proportionalis inter Semiparametrum Z)G 
& Semiaxem tranfverlum A C. Termini porro Axis tranfverfi , 
ubi is a Curva interfecatur , vocantur Vertices , ut A ; 
atque hanc habent proprietatem ut iis in locis tangens curva: 
fit ad Axem principalem A C normalis. 

130. Ponatur femiparameter DG=zc ; & diftantia Foci a 
Vertice AD=d , erit C D — a — d = V («a — bb) & 

D G =~z=c j unde fit bb=ac , & a — d=y/(aa — ac): 

ergo ac=zad — dd , & a= & b=J V rj ~ m Ex 

datis ergo diftantia Foci a Vertice A D = d & femilatere 
rcdto D G = c , Sectio conica determinatur. Pofito nunc 

CP = x erit DM=sa— 

a i a c d 

Sit DP=t, erit x=CD — f= ^—ZzA.A — t . un j e 
• “ c 
fit DM=c + ^— , Vocetur angulus ADAI=v t 

erit -j— — — ccj) v j ideoque d. D M = c d + ( d — c) 

D M. cof. v & D M = j — 7— , & cof. v = 

J d ^ d c ). toj . v ' ' 

d ( DM — DG ) 

"( d — i) D M * 
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CAPUT VI. 

De Liiiearum fecundi ordinis fubdivifione in genera. 

13 1. Proprietates, quas in Capite pracedcnte elicuimus, 
in omnes Lineas , quae ad ordinem fecundum pertinent , 
*que competunt ; neque enim ullius varietatis , qua ifta 
Linea alia ab aliis diftinguuntur , fecimus mentionem. Quan- 
quam autem omnes Linea fecundi ordinis his expofitis pro- 
prietatibus communirer gaudent , tamen ea inter fe ratione 
figura plurimum differunt ; quamobrem Lineas in fioc ordine 
contentas diftribui convenit in genera , quo facilius diverfa 
figura , qua in hoc ordine occurrunt , diftingui , atque proprie- 
tates , qua tantum in fingula genera competunt , evolvi queant. 

131. Aquationem autem generalem pro Lineis fecundi 
ordinis , murando tantum Axem & Abfciftarum* initium , eo 
reduximus , ut omnes Linea fecundi ordinis contineantur in hac 
aequatione yy = et -f- Qx y x x , in qua x & y denotant 
Coordinatas orthogonales. Cum igitur pro qualibet Abfcilfa 
x Applicata y duplicem induat valorem , alterum affirmativum 
alterum negativum, ifte Axis , in quo Abfcifla x capiuntur, 
Curvam fecabit in duas partes fimiles & aquales; eritque adeo 
ifte Axis Diameter Curva orthogonalis , atque omnis Linea 
fecundi ordinis habebit Diametrum orthogonalem , fuper qua , 
tanquam Axe , Abfciffas hic aftiimo. 

133. Tres igitur ingrediuntur in hanc aquationem quanti- 
tates conftantes a, £, & y qua , cum infinitis modis inter fe 
" variari poflint , innumerabiles varietates in Lineis curvis orien- 
tur , qua autem vel magis vel minus a fe invicem ratione 
figura difcrepabunt. Primum enim eadem figura infinities ex 
propofita aquatione yy = «, + £* + y xx refultat ; variato 
numpe AbfcifTarum initio in Axe , quod fit dum AbfcifTa x 

Euleri Introduci, in Ana!, infn, Tom. II. I 
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II. data quantitate vel augetur vel minuitur. Deinde eadem quo— 
que figura , fub diverfa magnitudine in a:quatione continetur , 
ita ut infinitae Lines curvae prodeant , qua: tantum ratione 
quantitatis a fe invicem differant, uti Circuli diverfis Radiis 
deferipti. Ex quibus manifeftum eft , non omnem litterarum 
et , £, & y variationem diverfas Linearum fecundi ordinis fpecies 
vel genera producere. 

134. Maximum autem diferimen in Lineis curvis quae in 
aquatione yy = <* + £* + continentur, fuggerit natura 
coefficientis y , prout is vel affirmativum habuerit valorem vel 
negativum. Si enim y habeat valorem affirmativum , pofita 
Abfciffa x infinita , quo cafu terminus y xx infinities majoj- eva- 
det quam se! iqui «.-}-£ x, ac proprerea expreffio a. + C,x -\-yxx 
affirmativum obtinet valorem , Applicata y pariter duplicem 
habebit valorem infinite magnum , alterum affirmativum alte- 
rum negativum , quod idem evenit fi ponatur x = — co , quo 
cafu nihilominus expreffio a. + £x + yxx induet valorem 
infinite magnum affirmativum. Hanc ob tcm , exiftente y quan- 
titate affirmativa , Curva quatuor habebit ramos in infinitum 
excurrentes , binos Abfciffa: .v = + co & binos Abfcifi* * = 
— 00 refpondentes. Hs igitur curvae quatuor ramis in in- 
finitum excurrentibus praeditae unum Linearum fecundi ordinis 
genus conffituere cenfentur , atque nomine Hyperbolarum 
appellantur. 

135. Sin autem coefficiens y negativum habuerit valorem , 
tum , pofiro fiyc x = -f- eo five x = — 00 expreffio x -+■ 
€ x + y x x negativum valorem tenebit, ideoqne Applicata y 
imaginaria fiet. Neque igitur ufquam in bis Curvis Abfciffa 
neque Applicata poterit efle infinita , ideoque nulla dabitur 
Curva: portio in infinitum excurrens , fed tota Curva in fpatio 
finito ac determinato continebitur. Ha:c igitur Linearum fe- 
cundi ordinis fpecies nomen Ellipssium obtinuit , quarum 
propterea natura continetur in hac aequatione 

ii y fuerit quantitas negativa. 

1 36. Cum igitur valor ipfius y , prout is fuerit vel affirma- 
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tivus vel negativus , tam diverfam Linearum fecundi ordinis 
indolem producat , ut hinc merito duo diverfa genera confli- 
tuantur : fi ponatur y = o , qui valor inter affirmativos & 
negativos medium tenet locum , Curva quoque hinc refultans 
mediam quandam fpeciem inter Hyperbolas atque Eliipfes conf- 
riruet , qui Parabola vocatur , cujus ergo natura hac 
exprimetur a’quarione yy = <x. -f- £ x. Hic perinde eft five £ 
fuerit quantitas affirmativa five negativa , quoniam indoles 
Curva; non mutatur funna AbfcifTa x negativa. Sit igitur £ 
quantitas affirmativa , atque manifeftum eft , crefcente Abfciila 
x in infinitum , Applicatam y quoque infinitam fore tam affir- 
mativam quam negativam , ex quo Parabola duos habebit 
ramos in infinitum excurrentes , plures autem duobus habere 
non poterit, quia pofito *== — 00 , Applicata; y valor fit 
imaginarius. 

137. Habemus ergo tres Linearum fecundi ordinis fpecies, 
Ellipfin , Parabolam , & Hyperbolam , qua; a fe invicem tan- 
topere diferepant , ut eas inter fe confundere omnino non 
liceat. Difcrimen enim efientiale in numero ramorum in infi- 
nitum excurrentium confiftit ; Ellipfis enim nullam portionem 
habet in infinitum abeuntem , fed tota in fpario finito includi- 
tur. Parabola vero duos habet ramos in infinitum excurrentes : 
& Hyperbola quatuor. Quare , cum in Capite prxcedente 
proprietates Sedlionum conicarum in genere fimus contemplati , 
nunc .quibus proprietatibus quique fpecies fit praedita , vi- 
deimus. 

138. Incipiamus ab Ellipfi , cujus iquatio eft hic yy = 
— yxx, fumtis Abfciffis in Diametro orthogonali. 

Quoniam vero initium Abfciflarum ab arbitrio noftro pendet , 

fi id removeamns intervallo orietur iquatio hujus formi 

yyz=ot . — yxx, in qua Abfciffii a Centro figuri capiuntur. 
Sit igitur C Centrum St AB Diameter orthogonalis , atque 
erit Ablciffa C P = x , & Applicata P M = y. Fiet ergo 

I 1 
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LlB ' II ' y = o, fumta * = +V — fi x limites hos + V — ■ 

y y 

• V ~ tranfgrediatur Applicata y fiet imaginaria ; quod indicio 

eft totam Cunam intra iftos limites contineri. Erit ergo CA = 

C B = yj — : tum fiufto x = o , fiet C D = C E = V «. 
> 

Ponatur ergo Semidiameter feu Semiaxis principalis C A = 

C B = a , & Semiaxis conjugatus C D = C E = i , cnt 

a. = bb & y=.~^ Unde pro Ellipfi ifta orietur aequatio 

/ , bbxx bb / » 

yy z=bb = — ( aa — xx ). 

J J aaaa 

139. Quando ifti Semiaxes conjugati a &t b fiunt inter fe 
aequaies, tum Ellipfis abibit in Circulum ob yy=aa — xx , 
feu yy + rx = a a ; erit enim C AI = V ( * * + y y ) = a , 
ideoque omnia Curvae punfta AI aequaliter a Centro C erunt 
remota , quae eft proprietas Circuli. Sin autem Semiaxes a 
& b inter fe fuerint inaequales , tum Curva erit oblonga , nempe 
erit vel AB major quam DE vel DE major quam AB. Quia 
vero Axes conjugati A B & DE inter fe commutari potiunt , 
atque perinde eft in utro Abfcifias capiamus, ponamus AB 
elfe Axem majorem , feu a majorem quam b ; atque in hoc 
Axe exiftent Foci Ellipfis F & G fumendo C F = C G = 

(aa — bb ) , Semiparameter vero, feu Semilatus reitum Ellipfis 

erit = ^ , quae exprimit magnitudinem Applicatae in ahe- 
rutro Foco F vel G ereitae. 

140. Ad Curvae punitum AI ducantur ex utroque Foco 
reilae F AI & GM, eritque , uti fupra vidimus, FAI = 

AC— Cr ' r * = a — n) & C M = a + 

—■ : unde fit F M G AI = i a. Quare , fi ad 

quodvis Curvae punitum M ex ambobus Focis ducantur reitae 
FAI & GAJ , earum fumma femper aequabitur Axi majori 
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AB = za ; ex quo cum infignis Focorum proprietas per- 
fpicitur , tum modus facilis Ellipfin mechanice deicribendi 
colligitur. 


141. In pun&o M ducatur tangens TMt, quae Axibus oc- 
currat in punflis T & t ; eritque , ut fupra demonftravimus , 
CP : C A = CA : CT ; unde C T = ~ ; fimilique mo- 


do , permutatis Coordinatis ,Ct 


Erit ergo TP = 


~—x, TF = a -^—i/(aa—bb),&tTA = a ^—a. Fiet 


itaque TP = aa ~ TJ = t?yy- , & TM 

x * bbx 


hin eque tang. C TM = ^ ~ ; fin. C TM : 
cof. C TM = 


yl/lb'xx + a\y) 
bbx 

bbx 

^{b'xx-\- a*yy ) 


& 


/ < n — -f— : ; — ; • Quare , fi ad Axem in A 
V C b xx -t- o yy ) ^ ’ 

normalis erigatur A V , qua: Curvam fimul tanget , erit A V= 

* i£ _ £ ^ _ bb(a — x) ___■ &v f — x . pb __ 

x aay ay a x J 

b V ( a — x x ). 

141. Cum fit & FM = 

— x \/ ( jj bb) er j t p j». pfif = a : x. Simili vero modo 


ob GT*= aa +*y (*’— “) & G M= aa ^~ _ V ( a £~ 4 A ) erit 
G T : G M = a : ac y unde erit F!T : FAf = GT: GM. Ar 
eft FF: FM=fin.FMT : /n. C FAT & GF : GM = 
Jin. GMt : fin. CTM, quam ob rem erit fin. FMT = 
GMt, ideoque angulus F MT ■=. angulo GAft. Ambas 
ergo re<ft» ex Focis ad pundum Curvae quodvis A/ dudlae 
asqualiter inclinantur ad tangentem Curvas in illo pun&o Af , 
quas eft maxime principalis Fa&orum proprietas. 

f43. Cum fit GT : GM—a : x , ob CT— ” erit quo- 
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f- 1 s. H- que CT:CA=a:x ; unde GT : CM=CT : C A, quare 
fi ex Centro C redbe GM parallela ducatur CS , tangenti in 
S occurrens , erit C S = C A = a : eodem autem modo fi 
cx C re< 51 ® FM parallela ducatur ad tangentem erit ea pariter = 
CAz=a. Cum autem fit T M— j~~ \J (b'xx + a 'yy) » 

erit, ob aayy = aabb — bbxx , — xx ) 

(aa — bb) ) : at eft FT. GT= un de TM=s 

£ VFI’. G T. Quare , ob T G : T C = TM : TS , erit 

rrc TM. CT rr-c y.CT .,FT y. CT. FT _ 

TS = TG * lde0£ l Ue T S = b %= b\/Ff.GT =* 

eft • er s° TS => 

*T ’ >r • ^ eot l ue T M: PT=FT: TS ; unde intelligitur trian- 
gula TMP & TFS efle fimilia , ideoque redtam FS ad tan- 
gentem ex Foco F efle normalem. Erit vero S V=— ' 
quod ex his exprefiionibus eruere licet, 

144- Quod fi ergo ex alterutro Foco Fin tangentem ducatur 
perpendiculum FS , & ad pundtum S ex Centro C redla CS 
jungatur , erit hac CS perpetuo femiaxi majori AjC = a 

squalis. Erit vero ob TM : y = TF: FS , FS =• 


y. TF 


b. TF 


yrT.eT-^HvZ’ “ 8 ° ar:FT=GM:FM=: 

CD' : FS' { perpendiculum vero ex altero Foco in tangentem 
• • G T* 

demiflum erit = b V -pjt , quare inter hac perpendicula erit 
Semiaxis minor CD==b media proportionalis. Demittatur 
Iiunc quoque ex Centro C in tangentem perpendiculum C Q 


TM 


frit TF : FS = C T : C Q ergo C Q = 


b.CT 
\ FT. GT 
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unde C< ^~' FS ~WTNTi' = — 
CX, ducla FX tangenti parallela. Hinc erit CQ — CX= 

TiMrr & C Q + CX= , unde C Q-CX ' = 

bb & CA"=V(FQ’ — bb) : ex dato ergo Axe minori, in 
perpendiculo C Q reperitur pandum X unde normalis ednda 
per Focum F tranfibit. 

145. His Focorum proprietatibus expofitis , confideremus 
duas quafvis Diametros conjugatas. Erit autem C M Scmidia- 
meter , cujus conjugata reperietur fi tangenti T M ex Centro 
parallela ducatur CK. Ponatur CM=p, CK—q, & an- 
gulus AICK—C MT=s , erit primo pp-\- qq=aa -F bb 
& fecundo pq. fin. s = ab , uti fupra vidimus. At vero erit 
pp = arx + yy = bb -(- (da - & qq = aa bb — 

f aa bb ) xx 


pp = aa — 


FM. G M , eodemque modo 


pp =.FK. GK. Deinde , cum fit CQ— ^ » erit 


fin. C M Q = fin. s 


a b 


Denique erit TM : 


P^FM. GM’ 

TP = f V FT.GT , a -fip. = V FM. G M. == -/ = 
CK-.CR , unde CR = & KR=-*-, ideoque CR. 

KR = C 'P. P M. Denique erit fin. FMS == y(J7F7 r Tf == 


>aVfpp 


o_ M*» pp) 

J V ( aj — W) 

b\/(t>P bb) 


7 ; q* 1 ' 3 P° rro eftx=:CP y ( W) 

PM, atque CR — & RR _ — , 

’ 1 V(aa M) bb) 

tang. A C AI = , & tang. x A C AI = “ v r 

^ab\Haa pp){pp bb) 

( aa -\-bb ) pp laabb 


ent 


yy 


. At eft ab=pq.fin.s , aa-\rbb-=pp+qq, 
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^ 1 n - II- & — pp) (pp — 5 i)= — pq.cof.s , unde fit tang. xACM=. 

— AI' co f'- s quia cof. s eft negativus. Tandem eft C K' = 

PP T ??• COj.Zs 7 1 J ° 

A P 

MT.Mt ; ex fuperioribus vero eruitur MU: =qif -jpp & A U= 

unde erit AU-.M U=b :q = CE:CK. Ergo reda? , 
ft ducantur, AM & EK, inter fe erunt parallela;. 


146. Quia eft pq.Jin.s = ab , erit pq major quam ab ; & ,‘ 
cum fit pp + qq = aa + bb , quantitates p & q magis ad 
rationem xqualitatis accedunt , quam a & b , unde inter om- 
nes Diametros conjugatas , ili® qua: funt orthogonales maxi- 
me a fe invicem diferepant. Dabuntur ergo duas Diametri 
conjugata: inter fe aequales, ad quas inveniendas fit q=p , 
critque xpp = aa + bb , & p = q=^ — , & fin. s = 

unde fit /in. — s = 

J 2 . 

V aa r I i bb , 1 a 

.7=7* ’ co/ T s=V^ I - rs , ergo mng. T s = r = 
tang. C ER, & MC K = xC E B = AE B. Porro CP=s 
. ^ , CM=-fj-, quare Semidiametri conjugatae inter fe aequa- 
Jes CM, C/f erunt parallelae Cordis A E & ££. 


X ab f ■ .• b b 

— , , , , atque coj. s = — — . , 

aa-j-bb ’ ^ J a a bb 

bb 


\apj. Si Abfciftae a Vertice A computentur, ponaturque 
AP = x , P M=y , cum nunc fit a — x quod ante erat ar , 

habebitur ifta aequatio yy = — (xax — xx)^='~^x — 

x x , ubi patet efTe Parametrum feu latus redum Ellipfis. 
Ponatur Semilatus redum , feu Applicata in Foco = c, & 
diftantia Foci a Vertice AF:=d , erit — r=c & a — V(<m — 
bb ) = d = a — V( aa — ac), unde fit xad — dd=ac & 
a Hinc erit yy = xcx — ^ z ^~ c — , quae eft 

aequatio 
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squatio pro Ellipfi inter Coordinatas orthogonales x & y , 
Abfciffis x in Axe principali AB a Vertice A computatis , 
qui obtinetur ex datis dillantia Foci a Vertice A F= d & 
Similatere redo = c ; ubi notandum eft femper elTe debere 
xd majorem quam c , quia cR A C = a= - , & CD=s 



14.8. Quod fi ergo fuerit zd = c erit yy = irx, quam V T * 
squationem fupra vidimus e (Te pro Parabola : aequatio enim fupe- Fig. 
lior yy = * -f- € x ad hanc formam reducitur , initio A bfei (Ta- 
rum intervallo = ~ mutato. Sit igitur MA N Parabola , 

cujus natura inter Abfciflam AP=.x , & Applicatam PM=y 
hac aequatione exprimatur yy = ic*. Erit ergo dillantia Foci 

a Vertice A F= d=-F. c , & Scmiparameter FH=c, 
atque ubique P M' = z F H. A P : unde , pofita Abfcifla A P 
infinita , fimul Applicati P M & P N in infinitum excrefcunt; 
ideoque Curva ad utramque Axis A P partem in infinitum ex- 
tenditur Pofita autem AblcilTa x negativa Applicata fit ima- 
ginaria , hineque Axi ultra A verfus T nulla Curva: portio 
refpondet. 

149. Cum squatio pro EllipG abeat in Parabolam , facio 
zd = c , manifellum eft Parabolam nil aliud effe praeter Ellip- 
fin , cujus Semiaxis a = ' n hnitus ; quam ob rem 

proprietates omnes, quas pro Ellipfi invenimus, ad Parabolam 
transferentur , pofito Axe a infinito. Primum autem , cum fit 

A P = — c erit FP = x — c , hinc duda ex Foco F 

ad Curvae pundum M reda F M erit , F M' = xx — ex + 
~cc+yy===x4f4-cx'-lr-~ cc , ideoque F M = x -j- 
Euleri Introduci, in Anal. iajin. Tom. II. K 
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_ IB ’ L-c = AP + AF , qua: cft prscipua proprietas Foci in 
Parabola. 

i 50. Quoniam Parabola nafeitur ex Ellipfi , Axe majore in 
infinitum audo ; confideremus Parabolam , tanquam eflet El- 
lipfis , fitque ejus Semiaxis A C = a , exiftente a quantitate in- 
finita , ita ut Centrum C infinite diftet a Vertice A. Ad M 
ducatur tangens Curvx M T Axi occurrens in T j quia erat 
CP:CA=CA:CT, erit C T= — — , ob C P = 

a x 

a — x ; hineque A T = — — x —~. At , cum fit a quantitas in- 
finita , Abfcifia x pras ea ev^nefeet , eritque a — x = a , ideo- 
que A T = x = A P : quod idem hoc modo oftendi poteft , 

cum fit A T = — — — , erit A T = x -\ , at quia 

fradionis — x r - - denominator eft infinitus , numeratore exil- 
ii x 

tente finito, valor fradionis erit evanefeens , ideoque A T= 
A P = x. 

151. Quod fi ergo ex pundo M ad Centrum Parabolas C 
infinite diltans ducamur Linea AI C, qu» erit Axi A C paral- 
lela , ea quoque erit Diameter Curvs omnes Chordas tan- 
genti M T parallelas bifecans. Scilicet , fi ducatur Chorda 
feu Ordinata m n tangenti AI T parallela , ea a Diametro AI p 
bifecabitur in p. Omnis ergo reda Axi A P parallela duda 
in Parabola erit Diameter obliquangula. Ad hujufmodi Dia- 
metrorum naturam eruendam fit M p = t , p m = u , duca- 
tur ex m ad Axem normalis m s r\ erit ob P T = x x , & 
AIT=.\ {^xx xc x), VCqxx+icjr): x x: V zcx=pm:ps: 

ms , unde obtinetur ps =-r? — — r \ = a V — 4 — , & 

’ * y( 4 xx-pifx) ' 2 x-\ -c 

ms = u V — — : hinc erit A r = x + r + a V — - 4 — . & 

2X-)-C ’ lX-pC 

m r = V x c x + a V — ~ . Quia vero eft mr = x c. Ar, 
xx-pc ^ 
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criticx -f- i cuy/ 


+ 


= ICX + ICC' -f- 1 CU V- 


71 

i x Ca 


1 ix-f-c 1 1 ’ 1 x -j- c ' 

i 1 ( i x + c ) = 4 F AI. c , feu prn = 4 FM. 


Jiincque u u 

AI p. At anguli obliquitatis m p s erit Sinus = V rr — 

* i 3 T J C 

j4 P 1 Y . 

V > Cofinus = V ix + c =Vpy r ideoque fm. imps~ 
= = _/?«. MFp, ergo erit angulus mps = 


1 y z c x 
Xx+f 

\MFr. 


151. Quia eft MF = AP-\-AF,obAP = ^ F, erit 
F AI = F T ; ideoque triangulum Ai F Fifofceles , & angu- 
lus Ai F r = x M T A , ut modo invenimus. Cum deinde fit 

M T=z iV*(* + "C), erit MT= iy/AP. F M, hinc 

ex Foco F in tangentem demilTo perpendiculo erit M S = 
T 5 = v AP. FM=y AT.TF, unde erit A T : TS == 
TS : T F. Ex qua analogia perfpicitur punitum S fore in refla 
A S ad Axem in Vertice A normali. Erit vero AS = 


~PM,&cAS:TS = A F : FS, ergo FSz= yj A F.FAI 

& F S erit media proportionalis inter A F & F M. Prxterea 
vero erit A S : MS = AS : T S= FS:FAI= y 1 AF-.^J FAf. 
Quod , fi ducatur ad tangentem in M normalis AI IV Axeni 
fecans in JV, erit P T: P M = P M : P IV, feu x * : V 1 c *= 
V i c x : P IV, unde fit P IV = c , ubique igitur intervallum 
P IV, quod in Axe inter Applicatam P AI & normalem IV M 
intercipitur , conflantem habet magnitudinem atque xquale eft 
femifti Lateris reffi, feu Applicata F H. Erit autem FfV =5 
FT=FM & MrV=iy/ A F. FM. 


153. Pervenimus jam ad Hyperbolam , cujus natura expri- 
mitur hac aequatione yy = «. + £ x -f- y xx , Abfciffis fuper 
Diametro ortbogonali fumtis. Quod fi autem initium Abf- 
ciflarum transferatur intervallo — orietur ejufmodi aequatio 

K i 


«It. 
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Lib. IT. yy = a + y x x, in qua Abfciflx a Centro computantur. De* 
bet autem y effe quantitas affirmativa ; quod vero ad a. attinet, 
perinde eft five ea fit quantitas affirmativa five negativa , per- 
mutatis enim Coordinatis x & y , affirmatio quantitatis a. in 
Tab IX. negationem mutatur & viciflun. Quam ob rem fit a quanti- 
ftg- 33- tas negativa , &y y = y x x — a. , atque apparet Applicatam 

y bis evanefeere : fcilicet , fi fuerit x = -f- V — &* = — • 

r 

V — . Denotante ergo C Centro , fint A & B lcca , ubi 

y ... 

Axis a Curva trajicitur ; ac , pofito Semiaxe CA =.CB = a, 
erit a = V“ * & et= y a a , unde fit yy = y x x — y a a. 

Quamdiu ergo eft x' minor quam a' , Applicata erit imagi- 
naria , unde toti Axi AB nulla Cunae porrio refpondet. Sumto 
vero xx majore quam da , Applicatae continuo crefcunt , atque 
tandem in infinitum abeunt , habebit ergo Hyperbola qua- 
tuor ramos AI, Ai, B K , B k \a infinitum excurrentes & 
inter fe fimiles atque squales , qux eft proprietas principalis 
Hyperbolarum. 

' 1 54- Q u >a , pofito x = o , fit yy = — y a a , Hyper- 

bola non inftar Ellipfis habebit Axem conjugatum , quod in 
Centro C Applicata eft imaginaria. Erit ergo ipfe Axis con- 
jugatus imaginarius , quem , ut aliquam fimilitndir.cm Ellipfis 
fervemus , ponamus = b V — i , ita ut fit y a c = bb,Scy = 
Vocata ergo Abfciffa C P = x , & Applicata P M=y , 

erit yy=~(jr x — aa), ideoque xquatio pro Ellipfi ante 

traiftata y y = ( a a — .r x ) tranfmutatur in xquationem 

pro Hyperbola ponendo — b b loco b b. Ob hanc ergo affi- 
nitatem proprietates Ellipfis ante inventa facile ad Hyperbc- 
!am transferuntur. Ac primo quidem , cum pro Ellipfi diftan- 
tia Focorum a Centro effer = V ( a a — bb) , pro Hyperbola 
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trit C F = C G = V (aa + bb). Hinc erit FP=x — CAf.Vr. 
V (a a + bb) & GP-=x-\-^(aa-\-bb) ; unde , ob yy= — 
bb+ i -^, fiet + + 

W)) = £j'i££±Ml_ fl & GAf:=y(<ni + ** + ^£ + 

a x^(aa -{-bb))=^ x ^ { aa + t ' b ) Duflis ergo ex utroque 
Foco ad Curvae punflum M reflis FM, VM erit FM-\- AC=z 
~ P ca F & G M — AC=ALZ-£Ji j harum ergo reflarunt 
differentia GM — FM aequalis eft iAC. Quemadmodum 
ergo in Ellipfi fumma harum duarum Linearum iquatur Axi 
principali A B , ita pro Hyperbola differentia xqualis eft Axi 
principali AB. 


155. Hinc etiam politio tangentis MT definiri poteft , eft 
enim perpetuo pro Lineis fecundi ordinis CP : C A = C A. 

CT: unde fitCT=^ , & PT= — 1 LU. • hinc- 

que MT = V( b*x‘ -f- a 4 y’) = ^ V ( aaxx -+- bbxx — 

««). At eft FM. GM= Sl**± L >**—< , erg o MT= 
\Zy/FM.GM. Deinde eft FT=^(aa + bb ) — — , 

bx ' 7 * 

& G T=^ (aa + bb)+ ™ ergo FT :FM=a : x, & G T: 

GM — a : x , unde fcquitur FT : GT = FM: GM , qu» 
proportio indicat angulum FMG per tangentem MT bife- 
cari , effeque FMT=. GMT. Refla autem CAf produfla 
erit Diameter obiiquangula omnes Ordinatas tangenti M T 
parallelas bifecans. 


156. Demittatur ex Centro C in tangentem perpendicula- 
ris CQ , erir TM : PT : PM = CT : TQ : CQ feu 
y- v FM. G M : : y = : TQ : CQ ; unde oritur 


x 
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TQ = - — ; f. ?, - ; f & CO = — %7» Demittatur 

bx\j k M. G M \ kM.tr AI 

fimili modo ex Foco F in tangentem perpendiculum FS , 
erit TM : PT:PM=FT : TS : FS , feu ~ V FAf. G JVf: 

-rj~ : Y = : TS : FS : unde oritur PS = 

iix J x b nj k M.GM 

& FS= ^ M ; pariterque , fi ex altero Foco G in tan- 
gentem ducatur perpendicularis Cs , erit Ts= b ^ w > 

& Gs= , ?•' w ^ w . Hinc ergo habetur I S. Ts=j = 

V FM.GM 0 bb xx 

* *<** — a *) — C T.PT, kTS:C P= P P: Ps. Deinde 

.T a: 

fit FS. Gs = bb. Quia porro eft QS=Qs erit QS =s 

TS + T' _ a a y(FM+GM ) _ ay V(j«+»A) 0 { 

I — ibxy/FM.GM — *V FM.GM — ^ “ c 

fequitur CS , = CQ‘ + QS' = ZJL = 

a a b' ■+■ f aa -{-bb ) ( bb x x aabb) ( aa-\-bb)xx a' 

b b. FM. G M — FM. GM * 

Erit ergo , uti in EUipfi , reda C S = a=.C A. Deinde eft 

CQ + FS = , ideoque (CQ+FS)' — CQ'= 

-■ h ---- - J f/ = bb. Quare ; fi ducatur ex Foco F 
aa. k AI. GM 

tangenti parallela FX, fecans perpendiculum CQ produdum 
in X, erit C X x= ^ (bb -\- C Q ) , cui fimilis proprietas pro 
Ellipfi efi inventa. 

1 57. Si in Verticibus A & B ad Axem perpendiculares 
erigantur donec tangenti occurrant in V & v , ob A T = 

& 0 P=- il+l!, PP; P M=. AT \ A V= 
BT.Bv, hinc fit AV= ^=^ &Bv== b ^A±£. % ergo 
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A V. Bv = = bb, fcu AV.Bv = FS . G s. 

cl ayy 

Deinde P T : TM— AT : TV= B T : Tv ; ergo TV— 
b (x a) ^ p m. GM & Tv = V FM. GM : 

unde fit rr. T-v — — FM. GM= FT. G T. Simili autem 

XX 

modo hinc plura alia confe&aria deduci poliunt. 

158. Quia eft CJ'=--, patet quo major capiatur AhC~ 

cilia CP=x, eo minus futurum elfe intervallum CT: at- 
que adeo tangens , qua: Curvam in infinitum productam tan- 
git , per ipfum Centrum C tranfibit*, fictque C T= o. Cum 
autem fit tang. P TM= ^ ^ x , pun&o M in infinitum 

abeunte, feu polito * = =o, fit y = — V(** — aa) = -~. 
Tangens ergo Curva: in infinitum producta: , & per Centrum 
C tranfibit , & cum Axe angulum conftituet ACD cujus tan- 
gens = — . Pofita ergo in Vertice A ad Axem normali 

AD=b , tum reda CD in infinitum utrinque produda , 
Curvam nufquam quidem tanget , at Curva continuo magis 
ad eam appropinquabit , donec in infinitum tota cum reda 
CI confundatur. Hoc idem valebit de parte Ck, qua: tan- 
dem cum ramo Bk confundetur. Atque fi ad alteram partem 
fub eodem angulo ducatur reda KCi , ea cum ramis BK & 
Bi in infinitum productis conveniet. Hujulmodi autem Linea? 
redbe , ad quas Linea quxpiam Cuna continuo propius acce- 
dit , in infinitum autem excurrens demum attingit, Asta- 
totj* vocantur, unde Linea reda ICk, KCi funt bina: 
Afymtpts Hyperbolie. 

159. Afymtota: ergo fe mntuo in Centro C Hyperbols de- 
cufiant , atque ad Axem inclinantur angnlo AC D = A Cd, 
cujus tangens = ~> angulique dupli DCd tangens == ~~7X>- 


Cap.VI. 
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tiu. II. unde patet fi fuerit b=.a , fore angulum , fub quo Afymtot* 
fc interfecant, DCd= reflo ; quo cafu Hyperbola aquila - 
tera dicitur. Cum autem fit A C = a , A D = b , erit 
CD=.Cd = bb) ; quare , fi ex Foco G in utram- 

vis Afymtotam perpendiculum G H demittatur , ob C G = 
V (a a + b b) = C D , erit C H = A C = B C = a , & 
GH—b. 

160. Producatur Ordinata MP N=iy utrinque donec 
Afymtotas fecct in m & n ; erit P m = P n=^~ , & Cm = 
Cn — »V(££±** 2 _ pjtf + AC=bG M — AC. Tum 

a 

vero erit Mm = Nn = ix & Nm = Mn = 

a a 

unde fit Mm. Nm = Mm. Mn = b b , ob 

a a 

flayy = tixx — aabb : erit ergo ubique Mm. Nm = Afm X 
M n = N n. Nm = N n. Mn = bb = AD‘. Ducatur ex 
AI Afymtot® CJ parallela Afr; erit ib^(aa + bb) = Mm : 

m r ( Air ) , unde fit mr — Mr 

C s* ( A Y *4" n v) V ^ a it-t~ rn i »*• 

ot — m r = C r = . Hinc ergo con-. 

/** V / I f * \ 

ficictur Mr.Cr: 


(hx ay) y/(aa-\-bb) » 

iji 

( A r 4- n v ) V (a i-t- b b) 
i ab 

Ibbrx a<tvy) (a a-\- bb) aa-\-bb 

4 aabb 4 ‘ * 

dufla ex A Afymtot® Cd parallela A E , erit A E = CE=s 

V (a a-\-bb) , ideoque erit Mr.Cr=AE.CE ; qu® eft 
proprietas primaria Hyperbola: ad Afymtotas rclat®. 

T** ix. Quod fi ergo Abfcifl® CP = x , in una .Afymtota a 

Fi : . j 4 . Centro fumantur , & Applicat® PM=y alteri Afymtot* 

parallel® fiatuantur , erit = , exifiente AC=: 

D C = a , & A D A d = b : feu , fi ponatur A E = 
CE = h, erit yx = hh, & y= — . Pofito ergo x—o, 

fit 3* = cc , ac viciflim fafto x = co iict v = o. Agatur jam 

per 


■rC 
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per pundum Curvi M reda quicunque QMNR , qui pa- 
rallela fit dudi pro libitu redi GH , ac ponatur CQ = t, 
Q M = u , erit G H : C II : CG = u : P Q: P M , ergo 
= PM== feS urunde y=^u 8 cx=t — 

u ; quibus vaforibus fubftitutis , erit tu — - X 

u u = h h , feu u u — ^rjj f u + — hh = o. Habebit 
ergo Applicata u duplicem valorem , nempe QM (k QN , 
quarum fumma erit =^—^t = QR , 8 c redangulum QMx 

Q N =c£uG hh - 

1 6%. Cum igitur fit QM -j- QN= QR, erit QM=RN 
& QN= RM. Quare , fi punda AI & N conveniant quo 
cafu reda QR Curvam tanget , tum ea in ipfo pundo con- 
tadus bifecabitur. Scilicet , fi reda XY tangat Hyperbolam , 
pundum contadps Z in medio redae XY erit pofitum. Unde, 
ii ex Z alteri Afymtoti parallela ducatur Z V , erit C V = 
VY , hincque ad quodvis Hyperboli pundum Z expedite tan- 
gens ducetur. Sumatur fcilicet VY=.CV , ac reda per Y 
& Curvi pundum Z duda Hyperbolam in hoc pundo Z 
tanget. 

.Cum ergo fit CV. Z V=hh — , erit CX.CY= 

aa -\-bb = C D’ = CD. Cd : quocirca , fi redi D X & dY 
ducerentur , ei inter fe forent paralleli ; unde facillimus oritur 
modus quotcunque Curvi tangentes ducendi. 

1 63. Quoniam deinde eft redangulum QM. QN = 

ir* 

CH CG ^ h * P atet > ubicunque reda QR ipfi HG parallela 
ducatur , fore femper redangulum QQf. QN ejufdcm magni- 
tudinis. Erit ergo etiam QM. QN = QM. MR = QN X 
NR = r}i ~ cG ^^" Q uod » ^ er g° concipiatur duda tan- 
Eulcri Introduci, in Anal. infin. Tom. II. L 


Cap.VI. 


II. 


Si DE LINEARUM SECUNDI CRDINIS , &c. 


gens ipfi QR parallela y quia ea intr.i Afymtotas in punclo con— 
tadus bifecabitur , & fi tangentis femiflis vocetur = q , erit 
femper Q M. Q N = Q M. M R == RN.R M = RNx 
Q = qq , qui efi infignis proprietas Hyperbolarum intra 

Afymtotas delcriptarum. 

164. Quoniam Hyperbola ex duabus partibus diametraliter 
oppofitis IAl & KBk confiat , ifii proprietas non folum 
ad eas redas intra Afymtotas dudas pertinent , qua: eandem 
Curvi partem in duabus pundis interfccanr. Sed etiam ad eas , 
qm ad pa-tes oppofiias pertingunt. Ducatur nempe per punc- 
tum M reda Mqm ad partem oppofitam , cui parallela agatur 
Gh, ac vocetur Cq = t ic qM—u ; erit, ob triangula 

CGh & PMq fimilia, PM = y=§f ", & qP = x — 


t — lA u i unde fit x==t + ui u - 

, , r CG , CG: Ch „ „ u 
hh > fiet Gh tu + —Ch~ uu = hh 


Cum autem fit xy = 

r H Gh , 

, feu «u + — 


165. Applicata ergo u habebit duplicem valorem , nempe 
qM & — qrt , hoc qn exifiente negativo quia ad alteram par- 
tem Afymtoti CP pro Axe afiumti vergit. Harum ergo bina- 
J 4 Q h 

rum radicum fumma^M, — qn erit = — qrj t = — q r, 

ideoque qn — qM=qr, unde fit qM=rn, & qn=rM. 
Deinde autem ex iquatione inventa inteliigitur fore radicum 

produdum — q M. q n = — cAj^Ch ^ * ^ cu ? M. qn = 

q M. rM=rn. q n = r n. r M =a c ^ A /t. Hic er g° 

redangula , quotcunque redi Mn ipfi G h paralleli ducan- 
tur , perpetuo cjufdcrm erunt magnitudinis. Hi autem funt 
pricipui fingularum fpecierum Linearum fecundi ordinis pro- 
prietates , qui , fi cum proprietatibus generalibus conferantub , 
infinita fere infignium proprietatum multitudo conficitur. 
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A 

\ 


1 


Cap.vii. 


C A ’ P U T V I I. 

De ramorum in infinitum excurrentium invefiigatione. 

1 66. Si curva Linea quxcunquc habeat ramum feu partem’ 
in infinitum excurrentem , atque ex ejus pun&o infinite 
di(Eto ad Axem quemcunque demittatur Applicata normalis ; 
tum , vel AbfcifTa x vel Applicata y vel utraque Coordinata , 
erit infinita. Nifi enim vel alterutra vel utraque efiet infinita , 
tum diftantia punfli in Curva aflumti ab initio Abfciffarum 
foret finita nempe = V (.xx+yy) , contra hypothefin. 
Quam ob rem , fi Curva habeat ramum in infinitum excur- 
rentem , vel A blattae cuipiam finitae conveniet Applicata 
realis infinita , vel AbfcifTa; infinite magna: refpondebit Ap- 
plicata realis , five finita five infinite magna. Ex hoc igitur 
fonte Curvarum rami in infinitum excurrentes inveftigari po- 
terunt. 

167. Sit propofita xquatio algebraica inter Coordinatas x 
& y cujufvis ordinis , puta n ; atque feorfim confiderentur ter- 
mini , in quibus variabiles x & y obtinent n dimenfiones , qui 

erunt ct y n + £y n 1 x -+• y y 1 1 x' + $ y n ^ x' •+■ + 

x n , qua expreffio refolubilis erit in Factores fimplices formx 
A y + B x , five reales five imaginarios. Atque , fi habeat Fac- 
tores imaginarios , eorum numerus erit par , binique conjun&i 
dabunt Fa&orem duplicem realcm formx A' y' — x A Bxy X 
cofi 9 + B' x'. Hujufmodi autem Fadtor, ( five x five y five 
utraque , ponatur infinita = co , ) femper valorem induet in- 
finitum = 00 ‘ , quia terminus x AB y x. cof. 9 femper minor 
eft quam duo reliqui A' y ‘ + B' x' , neque enim A nec B po-. 
teft cfTe = o. Hujufmodi ergo F a&or A' y ' — xABxy.cof.<p + . 

L x 
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Lib. II. B' x' , fi vel x vel y vel utraque ponatur infinita , neque nihilo 
r neque quantitati finit* , neque etiam quantitati infinitae co 

poteft elle squalis , cum ipfa fiat =oo‘, qus infinities major • 
ell quam co. 

168. Quod fi ergo aequationis pars fumma a. j* + 

£y n 1 x -f- yy n 2 x ' -j- + nullum habeat 

laftorem limplicem realem , quod quidem evenire non poteft,. 
nili n fit numerus par , tum ex meris Fa&oribus duplicibus 
hujus formse A' y' — z A Qxy. cof. x' conflabit. Quare r 
fi vel x vel y vel utraque ponatur infinita , i pia illa expreflio 

valorem induet infinitum = co 7 ; neque igitur quantitati 

finit* , neque ulli quantitati infinitae oo m , cujus exponens nt 
minor- fit quam n , squalis elfe poteft. Reliqua igitur aequa- 
tionis membra , in quibus variabiles x & y pauciores habent 
dimenfiones , quoniam infinita prsbenfminoris exponentis quam 
n , illud fupremum infinitum adaquare non poliunt ; ideoque 
aquario confidere non poteft » fi vel x vel y vel utraque fta- 
tuatur infinita. 

169. Hinc ergo linea Curva , quae exprimitur aquatione 
inter Coordinatas x&y, cujus fupremum membrum nullos 
habet Fa&ores fimpiices reales , nullos habebit ramos in infi- 
nitum excurrentes » ideoque tota Curva continebitur in fpatio 
finito , inltar Ellipfis feu Circuli. Quam ob rem , fi in aequa- 
tione generali fecundi Ordinis «.y’ + £xy A-yxx -{-Syri- tx -|- 
£ = o, membrum fupremum, ayy + €xy -f-yxx , in quo 
variabiles x & y duas obtinent dimenfiones , non habeat Fa&ores 
fimplii.es reales , quod evenit fi ££ fit major quam 4 a.y , tum 
Curva nullum habebit ramum in infinitum excurrentem , erit- 
que adeo Ellipfis. 

170. Quo hac diftinflius evolvere liceat, omnem aequa- 
tionem inter Coordinatas x & y propofitam , ita in membra 
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diftinguamus , ut ad fupremum feu primum referamus omnes Cav.Vji. ' 
aquationis terminos, in quibus variabiles x & y eandem fum- 
mam dimenfionem , cujus exponens fit n , teneant. Ad fecun- 
dum vero membrum refero omnes terminos , in quibus varia- 
biles ambs n — 1 dimenfiones conftituunt. Tertium mem« , 

brum continebit eos terminos , in quibus ipforum x & y 
numerus dimenfionum eft n — a , & ita porro , donec 
perveniatur ad membrum ultimum , in quo nulla ineft dimenfio 
ipfarum x & y , & quod propterea lola quantitate conftanre 
conflabit. Sit autem P membrum primum feu fupremum , Q 
membrum fecundum , R membrum tertium , S quartum & ita 
porro. 

17 1. Quoniam igitur , fi membrum fupremum P nullum Fia- 
bet Fadorem fimplictm realem , Linea curva , aquatione P + 

Q -f- R S + &c. = o indicata , nullum habet ramum in in- 
finitum excurrentem ; ponamus jam membrum fupremum P uni- 
cum habere Fadorem fimplicem' realem , ay — b x , ita ut fit 
P = (ay — b x ) AI, exiftente AI Functione ipfarum x &y T 
dimenfionum n — 1 ,qus nullos habear Fa&ores fimplices rea- 
les. Polita ergo vel x vel y vel utraque infinita , fiet M = 

co n 1 ; Q verofimile poterit elTe infinitum , at R , S , &c. , 

fient infinita minorum graduum. Confequenter squatio P -f- 
Q -p R + &c. = o poterit fubfiftere , fi fuerit ay — b x = 
quantitati finita , vel nihilo , ideoque Curva in infinitum por- 
rigetur. 

171. Sit ergo ay — bx = p , exiftente p quantitate finita y 
qu* ita debet efTe comparata ut, Curva in infinitum abeunte „ 

fiat pAI+Q+R+S+k c.= o feu p = — At y 
cum M fit quantitas infinita fuperioris ordinis quam R & S &c. , 
erunt ffa&iones , &c. = o , ideoque p = — 

Hanc ob rem fradio — dubie valorem ipfius p , fi varia- 
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II. biles x & y fiant infinitae. Cum autem fit ay — bx=pi 


erit y JL = ± + -^=^ob i-=oli 

x =co. Curva ergo in infinitum abeunte fit y = 

173. Cum igitur Q & M fint Fundtiones homogencx n — 1 
dimenfionum , erit Functio nullius dimenfionis , ideo- 

que fi ponatur 3' = - * , praebebit valorem conflantem pro p. 

Vel , quia Fundtio ~ @ determinatur , fi tantum ratio inter 
y & x determinetur , quae eft b : a , valor ipfius p obtinebitur 
fi in expreflione — ^ , ubique b loco y & a loco x feribatur.. 

Invento ergo hoc modo p erit ay — bx = p , qux aequatio in 
ipfa aequatione propofita P-t-Q + ^+ *S + &c. = o contine* 
tur , fi Curva abeat in infinitum. 


174. Portio itaque Curva: in infinitum extenfa ipfa expri- . 
metur per hanc xquationem ay — bx = p ; qux cum fit pro 
Linea recta , hxc Linea redta in infinitum produdta tandem 
cum Linea curva confundetur. Erit ergo Linea recta hxc Cur- 
vx afymtota , quoniam Linea curva in infinitum porredta cum 
redta congruet, idcoque continuo propius ad eam accedet. Atque 
cum xquatio propofita P + Q + & + S -+• &c. = o pofitox 
vel y = eo , abeat in xquationem ay — bx = p , fimul intel- 
ligitur hanc Lineam redtam utrinque in infinitum produdtam 
tandem cum Curva congruere. Quam ob rem Linea cuna 
duos habebit ramos in infinitum excurrentes inter fe oppofitor, 
quorum alter cum ifta Linea redta antrorfum , alter cum eadem 
retrorfum infinite produdta conveniet. 

175. Cum igitur Cuna , fi xquationis P-t-Q-t-R+S-J- 
&c. = 0, membrum fupremum P unicum habeat Fadtorem 
fimplicem realem , prxdita fit duobus ramis in infinitum exten- 
fis , atque ad eandem Lineam redtam utrinque convergentibus , 
qux Linea redta ejus Afymtota vocatur ; nunc ponamus fupre- 
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mum membrum P duos habere Fadores fimplices reales ay — bx Cap.vii. 
& cy — dx , ita ut fit P = (ay — bx)(cy — dx ) M , erit M 
Fundio homogenea n — 1 dimenfionum. Duo autem cafus 
hic perpendendi veniunt , prout ifti bini FadoreS fuerint inter 
fe a:quales vel inaequales. 

1 76. Sint hi Fadores inter fe inaequales; atque manifcflum 
efl aequationem (ay — bx)(cy — dx)M + Q + jR -f- S -f- 
&c. =0, duplici modo 1'ubfiftere pcffe , pro Ablciilis vel 
Applicatis infinitis, vel fi ay — b x vel fi cy — dx aequetur 
quantitati finitae. Sit igitur ay — bx-=p ; & , cutn p fit quan- 
titas finita , in infinito erit X = — , atque ut ante fiet p = 

x a 1 r 

— O — -R — S — &C. — Q _ n „ 

1 1 — TaT = TZ , \ vr > eft Fundto 

^cy dx)M ( cy dx)irl 1 

nullius dimenfionis ipfarum x Si y ; quare , fi ponatur -■?- = 

vel , quod eodem redit , fi ubique fcribatitr b locoy gc 
a loco at, verus prodibit valor conflantis quaefitat p. Erit ergo 


r— 


(i.- " & ’ °k Fadores inaequales , bc — ad non 

erit = o , neque etiam M, quia nullum omnino Fadcrcm rea- 
lem fimplicem compleditur , in nihilum abire potefl ; uncle va- 
lor pro p oritur finitus , vel etiam = o , quod evenit , fi s el 
membrum Q prorfus defit, vel Fadorem habeat ay — bx. 

177. Ob fupremi ergo membri P Fadorem realem fimpli- 
cem ay — bx , Cuna, uti in priori cafu , unam habebit Afym- 
totam, cujus pofitio indicatur aquatione ay — bx—p. Simili 
vero modo, ob alterum Fadorem cy — dx, quoque habebit 
Afymtotain , quam prsbebit a:quatio haec: cy — dx — q , 

exiflente a = 


^ ifyjf > poftquam ubique loco y & x 

hi valores determinati d & c fuerint fubflituti. Quocirca Li- 
nea curva omnino duas habebit Afymtotas , idcoque quaruor 
ramos in infinitum exrenfos , qui cum iliis redis tandem con- 
gruant. Hic ipfe autem cafus locum fupra invenit in Hy- 
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%« 

Lib. II. perbola : quare , fi in aequatione pro Lineis fecundi ordinis 
‘ ‘ o.yy+ +yxjr + ^y-|-tx+ c =ofupremum membrum 

ayy -\-Zxy -{-yxx duos habeat Fattores fimplices inaequales 
reales , quod evenit fi CC fuperet 4 a.y , tum Curva eritHy- 
perbola. 

178. Sint ambo Fa&ores ay — bx&.cy — dx inter fc 
• aequales ita ut fit P =z= ( ay • — bx)‘ M. Cum igitur fitP-j- 

erit ( ay — bx)‘= 


Quia autem efl Q Fun&io n — 1 ; R n — i; & S Fundlio 
n — 3 dimenfionum , ob M Fundlionem n — i dimenfionum 

?rit , cafu infiniti , ■— = o , ideoque ( ay — bx)‘ = — 


M JU(f,y+Tx) (f*? M' At M x) & 

-J2 Funftio nullius dimenfionis ipfarum x & y. Quare , cum 

in infinito fit y : or = b : a , fi haec ratio ~ pro y ~ feu b pro 

y & a pro x fubftituatur , utraque illa Fun&io abibit in quan- 
titatem conflantem, 


179. Fiat ergo , fa&a hac fubftitutione , 

= eritque (ay — bx)‘ — — A (yuy + yx) — B, 

quas eft aequatio pro Linea curva cum qua Linea curva squa- 
tione P + Q + ^ + &c. =0 exprefla, poftquam in 'in- 

finitum proceflerit, confundetur. Verum , quia quanrttates 
v funt arbitrariae fumatur n = b&tv = a , ac, immutandis 
Coordinatis , fiat ay — bx = u V ( aa -j- b b ) & by -\-ax= 
l y (a a -\-bb), eritquepro eadem illa Curva ifla aquatio uu -J- 

y(aa + £T ) + — 0 ’ A uam P atet effe P ro ParaboIa - 

Curva ergo quaefita ita erit comparata , ut in infinitum pro- 
jenfa cum Parabola confundatur. Habebit ergo duos tantum 

ramos 
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ramos in infinitum excurrentes , quorum Afymtota non erit CAP.Vtr. 
Linea refla , fed Parabola fuperiore xquatione expreta. 

180. Evenit hoc fi non fuerit A =o : at fi fit A=o 

( quod evenit fi membrum fecundum Q vel defit vel divifibile 
fuerit per ay — bx*, tum asquatio ceffat effe pro Parabola, 
eritque uu + = o , cujus tres cafus erunt evolvendi. 

Primo fcilicet , fi B fuerit quantitas negativa , puta = 

— ff, aequatio uu — ff = o , duas in fe compleftetur aequa- 
tiones u — f=o & «+/ = o , quae erunt pro duabus Li- 
neis reftis inter fe parallelis, quarum utraque erit Curvae Afym- 
tota , uti cafu primo : atque ideo Curva quatuor habebit 
tamos in infinitum excurrentes qui cum iflis duabus redis con- 
fundentur. 

181. Secundus cafus eft quod fit B quantitas affirmativa, 

puta +// Quia vero hoc cafu zquatio u u o eft 

impoflibilis , Curva nullum habebit ramum in infinitum ex- 
currentem , fed tota in fpatio finito continebitur. Non folum 
igitur Curva , qusc hac asquatione P-j-Q -f - R +5 = o, 

continetur, nullum habebit ramum in infinitum extenfum , fi 
membrum fupremum P nullum habeat Fadorem fimplicem rea- 
lem , fed etiam idem ufu venire poteft , quamvis P habeat 
Faflores , uti modo vidimus. Plures autem hujufmodi cafus 
adhuc occurrent. ,> 

182. Tertius cafi^ eft quo fit etiam P=o, in quem 
uterque praecedentium incidere poteft , ex quo ambiguum eft, 
quomodo Curva futura fit comparata. Hinc ad figuram Cur- 
vas definiendam fequentes termini fpeflari debebunt. Scilicet, 
cum fit P -f- Q ■+■ K + S -f- &c.=o , atque P=(ay — bx)'M t 

in infinito erit ^=7 %&(*? — bx)' + £ + £ + g -j- 
T 

— •+• &c. . Ponatur ergo , ut ante , fafla fubftitutione 2- =2 
tu x 

Euleri Introduci, in Anal. injin. Tom, II, M 
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~ > % — -A ( iy + a x ) , -* = B { tum vero cum S, 
T , V , &c. , fint Fun&iones (n — a ) , (/» — 3) , &c. 
dimenfionum , exiftente M Fun&ione ( n — 1 ) dimenfionum , 
S(ly-t-ax) r . T(by + ax)' jr. . K(Ay4-«)' __ r 

JJ L » M LJ * ' A? 0CC ' » 




M 

erit (*jr— + + + 

r • . • 

+ &c. = o. Hoec ergo iquatio exprimit natu- 


ram cunae Lineae , cujus portio in infinitum diflans , quae pro- 


dit fi by + ax ponatur infinitum , conveniet cum Cuna in 
aequatione + ^ + &c. = 0 > contenta. Quam- 

vis enim , Cu/va in infinitum excurrente , ( ay — bx )‘ valorem 
obtineat vel finitum vel 'infinitum ordinis tamen inferioris quam 
oo‘ , tamen by. -j- ax valorem habebit infinitum. 


183. Mutemus autem Axem , ad quem Lineam illam 
Afymtotam inventam referamus , ac in eo ponamus Abfcilfam 


7 J~L{n — 1 » & Applicatam , 


■bx 


:ir ; fitque , 


\ (aa-\rbb) ’ *" rl ’ ^ (aa-\-bb) 

•brevitatis gratia, V ( a a 4- bb) = g , atque erit atquario 
u u + — + — 4* -t; 4“ — h “rr 4- &c. = o. Cum igi- 

/ g gg g' t g tt ' g' t' 1 ° 

tur in cafu , quem evolvere debemus, fit A= o , & B== o , 
fiet uu + ~ 4- ~ + &c. = o. Quod , fi jam non 

fuerit C=o , pofito r infinito , termini (-~rr 4~ &c. . 

> r , /r« g't' 

pri — ( evanefeent , eritque uu+ — = 0; qua iquatione na- 
tura linei curvi continetur , qui , pofito f=oo , cum Curva 
quifita confundetur. Quare, cum hinc fit u = +V' C 


g t 


Curva duos habebit ramos ad eaijdem Axis partem utrinque 
convergentes. 

184. Quod fi infupei fuerit C=o, tum fumenda eft ifla 
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aquatio uu -f- = o , ubi iterum tres cafus occurrunt prout 


D fuerit quantitas affirmativa , vel negativa , vel nulla. Primo 
cafu, ob aquationem impoffibilem , Curva nullum habebit ra- 
mum in infinitum excurrentem , fed tota continebitur in fpatio 

finito. Secundo cafu , fi ~ — — -ff ob uu = ~. q U j a p 0 _ 

ftto tam / = + co quam t = — - oc , Applicata u duplicem 
obtinet valorem evanefeentem , affirmativum & negativum, 
Curva habebit quatuor ramos ad Axem utrinque ad utramque 
partefn convergentes. Tertio autem cafu , quo D = o , 

E 

fumenda eft aquatio uu + j-f = o , cujus par efl ratio , 

atque in $. prscedente : fteque conftderatio continuari debebit, 
quoad aequatio P-J-Q-f-^-h«S + &c. , terminos ulte- 
riores fuppeditat. 


185. Ponamus nunc membrum fupremum P 2 qua t ion is 

P + -f- + 5 -f- &c. = o , tres habere Fadores fimplices 

•reales ; atque mani felium eft , fi ifti Fa&ores fuerint inter fe 
iinsquales , tum de unoquoque valere ea , qus fupra de unico 
Fadore reali funt expoftta ; quo ergo cafu Curva habebit fex 
ramos in infinitum excurrentes, ad tres Lineas redas Afym to- 
tas convergentes. Si bini Fadores fuerint aquales, tum de 
tertio inaequali idem erit tenendum ; quod ante : at de duobus 
squalibus eadem prscepta funt notanda , qu* ante dedimus. 
Tantum ergo fupereft cafus tertius evolvendus , quo omnes 
tres Fadores funt inter fe squales. Sit igitur P = (ay — bx)'M. 
Er, quia squatioP -f- Q -j- R + S -f- &c. =0 , fubfifiere non 
poteft in infinito, nifi (ay-^-bx)' habeat valorem vel fini- 
tum, vel infinitum quidem at ordinis inferioris quam co', quo 
potefias infiniti , in quam membrum fupremum P abit , fiat 

minor quam 00" ; erit utique in infinito 2 - = 

186. Ad hunc cafum exponendum primum fpedari oportet 
membrum fecundum Q, utrum id Fadorem habeat eundem 
<*y — bx an fccus : ubi notandum c(l fi omnino defit , tum 

M 2 


Cap.VII. 
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II- in priori contineri, quia nihilum quemcunque Fadorem agno£ 
cit. Primum itaque non fit Q per ay — bx divifibile. Et, 
cum Q fit Fnndio n — i dimenfionum , M vero Fundio n — 3 


dimenfionum , erit 


Fundio nullius dimenfionis , 


( ax-\-by)‘ M 

ideoque pofito , abibit in quantitatem conflantem , 

quae fir= A , eritque ( ay — bx)' + A {a x -f- by)' = o>, 
fequcntia enim membra praebebunt terminos , qui in infinito prae 
A {a x by)‘ evanefcunt. 


187. Linea igitur curva , qus hac aequatione exprimitur, 
ita erit comparata , ut in infinitum produda cum Linea curva 
aequatione P Q R S + &c. , exprefla coDgruat. Ad 
illam autem proprius cognofcendam , eam ad illum Axem 

referamus , in quo fit Abfcifla t== & Applicata 

a - 2 — ^ ix pofito ^ {aa bb) = g , eritqoe u' = 

quae aequatio, fi ponatur r= 00, dabit partem Curvae quaefi- 
tae P + Q + R -f- &c. = o , in infinito exiftentem. Quare, 
fi figura Curvae u T 4- = o , cognita fuerit , fimul Curvae 

P -|- Q -f* R- 4 * &c. = o , portionis infinine figura erit cognita. 
In capite autem fequente has Lineas curvas Afymtotas data 
opera evolvemus. 

188. Quod fi membrum fecundum Q Fadorem habeat 
ay — bx •, vel fimul erit divifibile per ( ay — b x )' vel fecus. 
Ponamus non effe divifibile per {ay — bx)‘ , ac fumatur ifla 

Fundio nullius dimenfiofiis ( ay _ bx $ ax + byJM , V* , pofito 

^-=-j » prsbeat iftam quantitatem conflantem A, eritque 

{ay — bx)' +A{ay — bx ){ax +by ) 4- —• 4--^4-&c. 

= 0. Hic erit pofito^- =y vel B ( a y — b x) vel 
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B(ax -\-by) , prout R fuerit per ay — Ix divifibile Vel mi- Cap VI1 ~ 

C t t 

nus. ; verum erit quantitas conflans C. Hinc > ifla aqua- 
tione ad alium Axem relata , inter Coordinatas t & u , ut ante 
fecimus , ea erit vel u' + pp + + -p = o , vel u' + 

^-11 -f- ?J 4- p- =r o. Quia autem tantum caftis huc fpec- 
tat cum t = 00 , termini ultimi evanefcunt. Eritque ergo 
priori cafu u' + ~~ + ~ = 0 » SI 112 duplicem praebet 

Afymtotam nempe & u = 0 , & uu + = o , alteram 

redam , alteram Parabolam. Pofteriori cafu quoque , exiflente 
t = 00 , vel u habebit valorem finitum , eritque , ob finita 

prae infinitis evanefcentia , pp + p = o , ideoque u = 

pro Linea reda. Praeterea vero u valorem infinitum 
habere poterit ficque ,• avenefcente termino tertio , fiet u -f- 
— = o , pro Parabola., Quare utroque cafu duplex prodit 
Afymtota , altera reda altera Parabola r ex quo hos cafu& 
a fe diflingui non opus efl. 

♦ 

189. Sit Q etiam per (ay — 6 x )* divifibile, atque prout 
R per (ay — bx) fuerit divifibile vel fecus , iifdem , quibus 
ante , operationibus inflitutis , prodibunt inter t & u hae zqua- 

tiones : vel u -f- r + — — o , vel u -l h —f 

« e g e b 

= o. Prior cafus eft pro tribus Lineis redis inter fe paralle- 
lis , fi quidem omnes aequationis u ’ -f- -f- —■ + ~ = o 

radices fuerint realcs , vel pro unica reda Afymrota , fi duae 
radices fuerint imaginaris. Hinc vero varietates nafcuntur 
prout trium iftarum Afymtotarum inter fe paralMarum vel 
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I- 1 p - bina: Vel omnes coincidunt. Pofterior autem cafus u' -f- ^1L _l« 

JB ' £ 

—r=zb , pofito t = co , locum habere nequit nifi u 'fit.infi- 

nitum , ideoque terminus pra primo u' cvanefcet , erit- 
Bt 

que u' + — — o , aquatio pro Afymtota curvilinea ordini» 
tertii. 


190. Sin autem fuerit A = o , B = o , & C = o, tum 
recurrendum eft ad terminos aquationis P+Q-|-R-j- 5 , -|- 
&c. = o fequentes , qui praebebunt hujufmodi aquationem 

u ' + Yi + yt + Y? + &c * == 0 » 1x1 ft ua , nifi fit Dz=o % 
tertius cum fequentibus evanefcit , ut fit u' + ^=0 ; fin & 

D— o , erit u' + = o ; & , fi etiam E = o , erit u' 4-' 

F* ^ * 

~ = o , &c. , qua aquationes Lineas curvas denotant , qua , 

pofito r = oo , cum Curva in aquatione P -f- Q 4- R _|_ & c< 
= 0 , contenta congruant. Illa autem aquationes, quia ineft 
poteftas impar u' , femper funt reales , ideoque certo ramos 
in infinitum excurrentes , declarant. Interim tamen pro his iif- 
deni cafibus Linea reda aquatione u = o , expreta quoque 

erit Afymtota , quia eft Afymtota Curvarum u' -f- — — 0 


u'+f? = o(kc. 


S c 


191. Cum igitur rami Curvarum ad Afymtotam redam con- 
vergentes tantopere difcrepare queant , convenit hanc diverfi- 
tatem diligentius perpendere , quod" fiet , fi Linea curva fim- 
pliciilima definiatur , qua ad eandem Afymtotam redam relata 
cum Curva propofira confundatur. Sic , etfi aquatio u' + 

~ + Y ~g r ~ ° > rat3 ‘ ces omnes habeat reales , tres 
ollcndit Afym roras redas inter fe parallelas , tamen nondutji 
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patet utrum crura Curva: in infinitum extenfa fint Hyperbo- Cap.viI. 
• c 

fica , Hoc eft aequatione u = — exprefla , an alius generis , 

veluti aequatione u = — , vel u = y &c. , exprefla. Ad hoc 
cognofcendum fumatur fequens proximus terminus quem iqua- 
tio fuggerit , nempe — , vel , fi hic defit , — , vel etiam , 

hoc deficiente, Sumamus, ut rem generaliter abfolva- 
mus, terminum fequentem efle y-: atque ex natura aequationis 

1* 

P -+• Q + R &c. = o , quae eft n dimenfionum , patet k 
non pofle efle numerum majorem quam n — 3. Sint aequa- 
tionis u' + = o , radices feu Fatftores 

8 8 8 

{u — a) (u — £) (« — y) , eritque (u — a)(« — €)(// — y) — 

— = o. Sit u — «, = — , qua: a:quatio exprimet natu- 

i* i 1 " 

ram unius "Afymtotac , eritque — ( ct — £ + — )(«. — y-h 

f“ P 

• 2 — ) = f 8 c , pofito t infinito , fit ^ y ) 1 === 

/“ c t u 

K 

I** 

191. iEquatio haec obtinet, fi radix oc fuerit inaequalis re- 
liquis radicibus £ & y , hocque cafu fiet "I — cyl~~-,) 

& /a = k , unde radix u = «, fuppeditabit iftam Afymtotam 

K 

Curvilineam u — «. = r . Si ergo omnes 

(* — 0(* — >)‘ 

tres radices fuerint inter fe inaequales fi n gulae hujufmodi 
Afymtotas praebebunt. Sin autem duae radices fint aequales , 


• 

) 

\ 

t 

* 

i 

¥ 




t 




9 6 DE RAMORUM IN INFINITUM 
■ puta £ = a . , bins Afymtots coalefccnt in unam , eritquc 
J .‘ - 2 l — 4 U ndc fit I' — 8 c z /x = k. Qua- 

re hujus duplicis Afymtots natura exprimetur hac squatione 

( u — a )’ = - — ; j. Si omnes tres radices fuerint 

( * — y ) t 

squales , idcoque tres Afymtots in unam concrefcant , ejus 

K 

natura exprimetur hac aquatione (u- — *)'=— r*. 

r 

193. Quod fi squationis P-\-Q + R-\-S-{- &c. , fupre- 
mum membrum P quatuor habeat Fadores fimplices reales , fi 
ii fuerint vel omnes inxquales inter fe , vel bini squales , vel 
etjam tres squales , ex antecedentibus natura ramorum ia 
infinitum excurrentium una cum Afymtotis colligetur. Unicus 
ergo cafus , quo omnes radices funt inter fe squales , explana- 
tione indiget. Sit igitur P = ( a y -r- b x)' M , ut fit M 
Fundio n — 4 dimenfionum ; atque, fi in Fun< 5 Honibus nul- 
lius dimenfionis , uti fupra , ponatur = ~ , ut prsbeant 
quantitates conflantes, fimulque ponatur, mutato Axe, t — s 
ax-ybv & u ___ ay » exiftente g = V ( aa + b b) , pro 

Lineis Afymtotis fequentes inter r & u orientur aquationes. 
Primum fcilicet , fi Q non fuerit divifibile per ay — bx, habe- 
bitur u + = o, 

e 

194. Deinde , fi Q fit divifibile quidem per {ay — bx) at non 

per(ay — bx)’ , prodibit u' -f- ^ 1 ‘ “ ■ -f- = o , in qua , 

S s s 

pofita t = 00 , Applicata u poteft e(Te ' vel quantitas finita 
vel infinita , ergo duplex prodit Afymtota , reda fcilicet u + 

= o , & Curva u' -J- = o. Quod ad redam attinet , 

ad eam propius cognofcendam fumatur terminus fequens pro- 
ximus , 
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ximus, qui fit — r , ac reperietur u — -j 4~ \ , ==o, 

qu® eft zquatio pro Curva , cujus pars refpondens AbfcifT® 
t = co cum Curva quzfita confundetur. 

195. Sit nunc Q divifibile per (ay — bx)' at non per 

<( ay — bx)', videndum eft utrum Rfit divifibile per ay — bx an 
fecus. Priori cafu prodibit u' -J- 4 * “r + ~r = o ; 

pofteriori vero a 4 + — ra + -f- ~ = o. Prior cafu* 

duplicem dat zquationem , prout u eft Lutura aut infinitum * 
ideoque refolvitur in has duas aequationes aa +~5 4-^4=°» 

■& a' -j- — = 0 ; quarum illa , fi radices habet ambas reales 
& inzquafes , przbet duas redlas parallelas , fin autem ra- 
dices fint imaginari® , nullum oftendit ramum in infinitum ex- 
currentem : haec vero a’ 4 “ ^ = o , dat Parabolam Afym- 

totam. Pofterior aequatio a 4 4 ~ 4 r = o , ( ob eva- 

nefcentem ^ pr® , fa&o t = 00 , ) duas continet aequa- 
tiones form® uu 4 -*t = o , ideoque du® prodeunt Parabol* 
Afymtot* j fi fuerit A' major quam 4 B , qu® in unam coeunt 
li A' = 4 B , at penitus imaginari® evadunt fi A' minor 
quam 4 B , quo cafu nullus Curv® ramus in infinitum excur- 
rens defignatur. 

196. Sit jam Q divifibile per(ay — bx )' ; atque, prout 
R & S fuerint divifibilia vel non per ay — bx , obtinebuntur 
fcquentes zquationes. 


Eulcri Introduci, in Anal. infin. Tom. IL 
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4 » jlu* ■ Bu 1 Cu • i D 

u H + — -\ — r H r = ° 

e g g' b 


* 4 + 

+ 

* 4 + 


Au' , Bu' . Ct 

T + T + T = ° 

Au' . But , C t _ 

— T r t r = 0 

g g e 

Au’ ■ B r t o 

h B5 


Harum aequationum prima eft pro quatuor redlis inter Ce pa- 
rallelis , fi quidem omnes radices fuerint reales & insquales , 
radices autem aequales duas plurefve in unam colligent. At 
vero radices imaginariae penitus vel duas omnes e medio 
tollunt. In aequatione fecunda , ob t = co , Applicata u non 

poteft non e (Te infinita , eritque ergo u 4 -J = o , Afym- 

tota Curva quarti ordinis. Ex aequatione tertia finitum va- 
lorem habere poteft u + = o , prsterea vero habet hanc 


B t • 1, • • . 

u + — = o , Lineam tertii ordinis pro Afymtota. Deni- 
que aequatio quarta , ob u infinitum fi t= eo , abit in u 4 -f- 


— - = o , quae aequatio , fi B eft quantitas affirmativa , eft im- 

poffibilis, fin negativa defignat duas Parabolas ad Verticem 
oppofitas , qus ia infinitum produ&x cum Curva confun- 
dentur. 


197. Ex his igitur jam via patet, qua ulterius progredi li- 
cet , fi plures Fa&ores fimplices fupremi membri P inter fe 
fuerint squales. Quod enim ad Faftores insquales attinet , 
eorum quifque feorfim confiderari atque Linea retfta Afymto- 
ta ex eo nara definiri poteft. Sin autem duo Fa&ores fuerint 
squales, tum per ea , qus <$. <$. 178. 6” fequentibus funt tradi- 
ta , indoles Curvs definiri poteft ; Similique modo pro tribus 
Favoribus squalibus negotium conficient §. $. 185. 6 fequ eri- 
les ,• atque cafum , quo quatuor Fa&ores funt squales, modo 
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evolvimus , ex quo fimul plurium Fadorum squalitas tradari C*p.vrl. 
potcft. Ceterum , hinc perfpicitur quanta multiplicitas ac va- ’ 

rietas in Lineis curvis tantum ratione ramorum in infinitam ex- 
currentium locum habere queat ; varietatem enim , quae in fpa- 
tio finito inefle poteft , nondum attigimus. 


CAPUT VIIL 

De Lineis AJymtotis. 

198.I n Capite praecedente vidimus plures dari Afymto- 
tarum fpecies , praeter Lineam redam enim invenimus 

plures Lineas curvas Afymtotas hac aequatione i / 1 = C t ex- 
preffas. Atque ipfa Linea reda fuppeditavit alias Afymtotas 
Curvilineas , cum quibus Linea cun a magis convergat , quam 
cum Linea reda. Quoties autem Linea reda reperitur effe 
Afymtota cujufpiam Curvae, toties Linea curva eandem redam 
pro Afymtota habens aflignari* poterit , quae etiam fit Afym- 
tota Curvae propofitae. Hujufmodi autem Afymtota Curvi- 
linea multo accuratius exprimit indolem Curvae , cujus cft Afym- 
tota ; oftendit enim fimul ramorum numerum cum reda con- 
vergentium , atque plagam , utrum fupra an infra, anantrorfum 
xetrorfumve ad redam appropinquent. 

199. Hxc igitur infinita Afymtotarum varietas commodiili- 
me in ordinem digeretur , fi ipfum fontem , unde eas fumus 
adepti , fequamur. Alias fcilicet Afymtotas praebent finguli 
membri fupremi Fadores inter fe inaequales , alias bini Fac- 
tores squales , alias terni aequales , alias quaterni , & ita porro* 
Sit itaque propofita aequatio cujufque ordinis n inter Coor- 
dinatas x & y , quae fitP+Q + P+ .S-j- &c. =0 , ubi 
P fit membrum fupremum continens omnes terminos n dimen- 
iionum , Q fit membrum fecundum continens terminos n — x 

N 1 
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Lib. II. dimcnfionum , fimilique modo R tertium , S quartum , Se ita 
porro. 

Tab. X. ioo. Sit jam ay — bx Fador fimplex ipfius P , cui alius fi- 
milis non adfit ; ac ponatur P =( ay — bx ) M, critque M 
Fundio homogenea n — i dimenfionum non divifibilis per 
ay — bx. Sit nimirum A Z Axis, in quo fit AbfcilTa 
AP =x & Applicata PM = y . Quo Fador ay — bx 
fuccindius exprimatur , fumatur alia reda A X pro Axe fecans 
priorem in ipfo Abfciflarum initio A & faciens angulum X AZ , 
cujus tangens = ~ , ideoque finus = y ^ a b b ) & cofi- 

nus = y ( a b )' ^ 0C ^ XC P onatur AbfcilTa A Q=t , 

& Applicata QM = u- t erit , dudis P g , P f novis Coordi- 
natis u & t parallelis, P g = Q / = Ag = 

ax ■ M f — ■ - a ? : Pf — Qr — i i ^ — • 

y{aa-\-bb}' * y{aa-\-bb)' ■* y(ja-f-Ai)* 

ideoque t = A g -f Qg = J & « = Mf — 

Qf= y-^- JIji l b y Erit ergo nunc Applicata u Fador 
fupremi membri P. 

ioi. Ex his erit viciffim y = & x = 

y f ^7 + a 77 » qu ‘ va ' ores fl in *q u atione P -J- Q -f R -|- &c. 
= o , fubftituantur , prodebit aquatio pro Cun a eadem ad 
Axem A X relata , inter t Se u. Ut autem coefficientium 
multitudinem evitemus , fuftineant «. , £ , y , £ , &c. loca om- 
nium coefficientium ; ac , fada fubtitutione , fingute litterae 
fequentes valores induent. 
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AT=« t*— 1 + « tt"—* u + xt n ~ 3 u + &c. 

Q = C f” -1 + et 71- 1 1/ 4- Cr" - 3 „• + &c . 

K = yt n ~ z + yt n 3 u -f yr"— ' * u * 4- & c . 

5 = S t "—' 3 4- u 4- S r n— ' * u 4- &C. 

r= 4 t n —‘ » 4- < « 4- ( t n ~ 6 U 4- &C. 

&c. 

Quia autem , ad Afymptotam inveniendam , Abfciflam t in- 
finitam ftatui oportet in quovis membro omnes termini prae 
primo evanefcent. Quare, fi cujufvis terminus primus adfit, 
fequenres negligi poflunt ; fin primus defit , capiatur fecundus j 
fin primus & fecundus defint , a tertio erit incipiendum. 

ioi. Quia u non dividit FundHoncm M, ejus primus ter- 
minus deefle non poteft : fiet ergo a.t n 1 u 4- £ i n '=o, 
unde pro u oritur valor finitus , qui fit = c : hoc eft redia 
Axi A X parallela ab coque intervallo c diffans erit Afym- 
tota. Jam , ad Afymtotam curvilineam magis ad ipfam Cur- 
vam accedentem , inveniendam , ponatur ubique , praeterquam 
in primo termino , u = c , ac reperietur hsc aequatio 

a :t ' 1 «4 - ^ 1 ' 1 1 4~ £ ” 2 («,c‘4-€c 4*v) 4■^ ,, 3 ( etc' 4~ 
€c‘ 4- v c 4~£) 4- &c. = o ; vel,ob a. u 4~ 6= u — c , erit 
(« — c)t n 1 4" £ ” 2 (<*.c’ 4 "€c 4"v) 4" t" 3 (a.c' 4-Cc' 4- 

y c 4" £ ) 4" &c. = o. Nili jam terminus fecundus defit , om- 
nes fequentes negligi poflunt , fietque (t/ — c) 4- y = o;fi 

fecundus defit , tertius fumatur , eritque ( u — c ) *f' f~ = o. 

Tertio vero etiam deficiente , fiet ( u — c ) 4“ = o , & ira 

porro. Si omnes, praeter ultimum conflantem , deficiant , erit 
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DE LINEIS 
Lnj. II. — c ) q A — = o. Prorfus autem omnes fi deeflent. 

1 ■ ■ " x . a x w 


tota aequatio divifibilis foret per u = c , ideoque ipfa reda 
u — e = o , foret Curvae portio. 


103. Si ponatur u — c = ^; feu , fi AbfcifTa! in ipfa Afym- 
tota reda capiantur , omnes Afymtoue curvilineae , quas uni- 
cus fupremi membri Fador fuppeditat , in hac xquatione ge- 

C 

nerali comprehenduntur j = y , denotante k numerum 

r 


quemvis integrum exponente n minorem. Quemadmodum 
ergo h«e Afymtotx curvilinex fint comparat® , fi AbfcifTa t 
T fi*' ponatur infinita , videamus. Sit ergo X Y Afymtota reda 
pro Axe fumta , & A initium AbfcifTarum ; ducta reda C D 
orientur quatuor regiones , quas litteris P , Q , R & S defig- 
nemus. Sit nunc primum j ~ : &,quia fumptos t na- 
gativo , fit { quoque negativa , Cun a duos habebit ramos 
E X & F Y in regionibus oppofitis P & S ad redam X Y con» 
T f‘g. y? vergentes. Idem eveniet , fi k fuerit numerus quicunque im- 
par. At , fi fuerit k — i, feu j- ( , quia , five r fta- 

tuatur affirmativa five negativa, f perpetuo affirmativa manet. 
Curva conflabit duobus ramis E X & F Y in regionibus P & 
Q ad redam X Y convergentibus ; quod idem contingit , fi 
k fuerit nnmerus par quicunque, hoc tantum difcrimine, quod 
convergentia eo fiat promptior , quo major fit exponens k. 

104. Habeat fupremum membrum P binos Fadores ay — bx 
inter fe squales ; atque fada eadem , qua ante , ad alium 
Axem tranflatione , fiet 
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P = + a .t n ~ l u' +*?—! u' + &c. 

Q = C t n 1 + € f" -1 u + g e 1 * — 3 «‘ + C ' * u' + &c. 

R = y t n 1 + yt n ^u + y r" * u* + y t n * «' + &c. 

5 = S-f" -3 + St n ~‘ *u + Zt n —1 u * + S f"— 1 5 u' + &c. 

&c. 

Hinc , prout primus membri Q terminus affuerit , five minus , 
duz oriuntur aequationes 

I. 

«. t n 1 u + &t n 1 = o 

feu 

«.u + fit = o 

I I. 

«. t n 1 u -J- /3 t n 1 u -f- y t n 1 ss o 

feu 

ecw’ + -f- y = o. 

Quod fi ergo prima aequatio a. u' + € r = o , locum habet , 
Afymtota fit Parabola , cum cujus ambobus ramis duo Cur- 
va: rami in infinito confundentur. Curva ergo in binis regio- 
nibus P & R rjimos habebit cum Parabola E A F denique con- 
gruentes. 

105. Sin autem altera aequatio a. itu -f- Qu +y = o.,re- 

fultet , tum videndum eft an habeat duas radices reales an fe- 

cus. Pofieriori cafu enim hac aquatione nulli prorfus rami in 
infinitum excurrentes denotantur. Sint ergo ambae radices rea- 
les & inaequales , altera u = c, altera u = d, atque Curva 
duas habebit Afymtotas redas inter fe parallelas. Cujufnatn 
vero utraque fit indolis , ut ante , inveftigabimus ; fcilicct cum 
fitetut/ + £u + y = (u — c ) ( u — <0> ponatur ubique 

u=c, prxterquam in Fadore u — c , acprodibir(c — d)t n 1 


C a r. 
VIII. 


Tab. X, 
Fis- 3*. 
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tlB - IL (u — e) +^ ,, ~ 3 (*c , -j-Cc , +vc + y) + f' I ~ 4 (ac 4 +Cc- , + 
yc + £ c + 1 ) + &c. = o. Nili ergo fecundus terminus 
• cvanefcat , fequentes omnes , pofito r=oo , evanefcent, erit- 

que Afymtota ( u — c ) -}* — = o ; fi terminus fecundus 

cvanefcat , liet ( u — c ) + — i = o , atque ita porro. Si 
omnes termini , praeter ultimum conflantem , fuerint = o , 
. erit ( u — c + — — = o , quarum Curvarum figuras fi 

i t= oo, jam fupra omnes defcripfimus. 

. 2.06. At , fi amb* radices aequationis a. u u + C u -\-y = o. 

fuerint aequales , feu a. u u + C u •+■ y=( u — c )’, quia u=c, 
fi hic valor in reliquis terminis fubfli tuatur, prodibit illa aequatio, 

t" 1 ( u — c )* + t a ~ 3 (ccc' +Cc+yc+ S) +t n ~*(*c'+ 
C c' + yc’ -f- 9 c + O + &c. = o : unde , prout , excepto pri- 
mo , vel non defit fecundus , vel non defit tertius deficiente 
primo , vel non quartus deficientibus fecundo & tertio , fe- 
quentes oriuntur aequationes pro Afymtotis - t 

(u — c)* +~ = o; 

( u — c )’ + -J7* = o i 

( “ — O’ + -77- = °; 

ufque ad 

r" 1 

Si omnes termini prater ultimum conflantem defint. Verum 
fi etiam ultimus evanefeeret , foret ( u — c)’=o, ideo- 
que Linea reda ipfa foret Curva; portio , Curvaque adeo 
complexa. 

X07. Quanquam fic omnes cafus , quos duo Fa&ores aquales 

prabeant , 
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prxbeant , enumerari videntur , tamen ultima iquatio alias C a 
adhuc induere potell formas , unde diverfx Afymtotae fequun- 

tur. Evenit hoc, fi Faflor poteftatis t n * per u- — c divifi- 
bilis deprehendatur : tum enim > uri in primo termino , relin- 
quatur u — c ac adjiciatur iniupcr terminus fcquens qui pro- 
xime adcll, hocque cafu ejufmodi emergent aquationes 


A(u c) | B 

t tt 


(« — 0* + 

, x. , A(u c) , B_ 

( « — O +~*— t r — 

• ufque ad 

(« — c) + +~ x 


Sin autem fecundus terminus penitus defit , vel per ( u — c )' 
divifibilis fuerit , tum fpedletur terminus tertius , qui fi per 
u — c divifibilis deprehendatur , in eo u — c relinquatur, at- 
que praeterea fequens proximus terminus adjungatur. Hocque 
(afu ejufmodi orientur aequationes 


(« — c)’ + 
(« — c)’ + 

(u — c)* + 


A[u c) 

I_ 

JL — o 

tt 

1 

t' ° 

A{u — c) 


JL^o 

n 

i 

t' — ° 

ufque 

: ad 

A ( u — c) 

_L 

* — Q 

tt 

T 

fi 1 - 3 - 


Quod fi etiam tertius terminus defit , & quartus per u — c 
divifibilis reperiatur , vel etiam hoc deficiente quintus , & ita 
porro , nafcetur hujufmodi atquatio pro Curva Afymtota , 


(u — c)‘ -+ 


. A— ^ + -g_ =0> 

tP fi 


Euleri Introduci, in Anal. injin. Tom. II. 
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II- ubi exponens p femper minor erit quam q , & q minor quam 
n — i. 

2.08. Ponamus u — c=f , atque h$ aequationes omnes 

in hac forma ^ — — [ +-^ = o, continemur. Ad quam 
t p fi 

evolvendam tres cafus funt fpedlandi , prout fuerit q major 
quam 2 p , vel q aequalis 2 p , vel q minor quam 2 p. 

Cafu primo , quo q fuperat 2 p \ duae aquationes in illa con- 

2 ? 

tinentur , ^ = 0, & A{ — — =0 : utraque 


enim , fafio t — to , fatisfacit. Nam , pofito f aequa- 


tio fuperior abit in 


A' 


AA 




, X P 


•, feu A'— A' + 


B . 


-ip 


= o t quod , ob q majorem quam 2 p , verum eft , erit 


autem p minor quam — - — . 

AI* ^ r B B 

At, fi r=— ; — fiet — ■ 

Afi P A' f 

BB 


— + — , feu 
fi fi 


— B 4 - B = o , quod verum eft ob terminum pri- 

A't q lp 

mum cvanefcentem faifto t= co. Hoc ergo cafu fuper , eadem 
Alymtota recla duae habentur Afymtotae curvilineae , ideoque 
quatuor rami in infinitum ex currentes. 

Secundus cafus, quo^=2jt>, praebet aequationem ^ — 

, quae, vel eft imaginaria, fi A A minor quam 

4 B , quo cafu nulla Afymtota extat, vel duas praebet Afymtotas 
fimiles 1 = — , fi A A major quam 4 B. 

t p 

In tertio cafu, fi q minor quam ip, aequationis medius terminus 
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femper cvanefcit , pofito t= 00 ; eritque ergo {{-f — =0, 

k _ 

«quatio pro una Afymtora. Formas quidem praecedentium 
Afymtotarum jam expofuimus , quare iftas Afymtotas hac for- 
C 

ma { -r- contentas examinemus. 

r 

109. Si igitur Axis in ipfa Afymtora refla u = c fumatur. 
& Applicata u — c ponatur={, omnes ilis Afymtotae cur- 


vwinea: 


/a 

continebuntur in hac aequatione — — , deno- 

r 


tante k numerum integrum minorem quam n — 1. Harum 
autem Curvarum rami in infinitum excurrentes , feu faflo 


t = 00 , ita fe habebunt. Si k = 1 , feu ^ j = — , quia t 

negativum fieri nequit , Curva duos habebit ramos E X & 
F X in regionibus P & R in infinitum excurrentes , quod idem 
eveniet fi fuerit k numerus quicunque impar. At , fi fit k nu- 

c 

merus par , ut 1 , feu { { = — , primum difpiciendum eft 


utrum C fit quantitas negativa an affirmativa. Priori cafu 
aequatio realis effie nequit, ideoque Curva hinc nullum habebit 
ramum in infinitum extenfum. Pofteriori cafu Curva quatuor 
liabebit ramos in infinitum excurrentes & cum Afymtota XY 
concurrentes, fcilicet EX, F X, G Y, & HY in omnibus qua- 
tuor regionibus P , Q , R , & S difperfos. 


no. Ponannis fupremum membrum aequationis P habere 
tres Faftores aequales , atque aiquatione ad Coordinatas t 
redufla , ut fit «*ifte FaAor triplex ipfius P , erit. 


P= + «J n 3 u' +at n *«*-{-&c, 

Q=&"- 1 + C t"-* u + Ct" -3 u’ -f & n -*u' + u' + &c. 

R=yt n 1 -{•yt n 3 u -\-yt n ^u' -pyt n 't/' +'yt n— 
S=$[ n ~ 3 + U + St"-' *' + St n ~ 6 a' + sr~ 7 u' + & C. 


C a t. 
V 1 1 1. 


T ai. X. 
Fif. }*. 


Tll. XI. 

Fif. 40. 
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tiB. II. Hinc , pro diverfis conftitutionibus membrorum Q &cR , 

fequentes oriuntur aequationes. 

c 

I. 

at n— V +€t n— * = o 

] I. 

i e.t n 3 u' + Gt n 1 u -f- yC 1 o 

1 I I. 

a.t n ^ u' -\-Zt n -\-yt n 1 = o 

I V. 

a.t n 3 «’ + £t n 3 u' + yi n 3 u + Sc n 3 = o. 

Tab. xr. 21 1 . Prima aequatio abit in «.«' + £ t' = o , ideoque haec 
F‘g- 4 1 - Afymtota eft Linea tertii ordinis , cujus talis erit figura , fi 
Abfcilla; t fuper Axe X Y a punfto A fumantur. Duos fci— 
licet habebit ramos E & F in regionibus P & Q in infinitum 
excurrentes. * 

Secunda aequatio ita fe habet a.u' t u y t = o. Ex 
qua u , pofito t = co , duplicem valorem habere potell , “vel 
finitum vel infinitum , ideoque in has duas aequationes refol- 
vitur 6 u + y = o & + £i =o , pofterior eft pro Pa- 

rabola , uti ante vidimus , ac propterea Curva habebit duos 
ramos in infinitum extenfos ad Parabolam appropinquantes. 
Prior vero aequatio praebeat u — c = o , qua: efl pro Linea 
reda Afymtota , cujus indoles perfpicietur fi , praeterquam in 
Q u -f* y = u — <■' > ubique loco u fcribatur c ; eritque ergo , 

r” 2 (« — c) + r n— 3 (ac' +Ge‘+yc + S)+t n— 4 (*c‘4- 

C c r + y c' + ^ v ' + 0 + &c. = ° i unde , uti fupra , fequitur 
fore vel ( u — c ) -h — = o , vel ( u — c ) + -jj = o , 
&c. . Ultima vero aquatio, qua: oriri poteft , ell(« — c) -+• 
— = o. Hoc ergo cafu Curva duplicem habebit Afyrn— 
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totam, alteram redam indolis hic declarat*, alteram vero Cap. 
Parabolam conjundim. v 1 1 *• 


212. Tertia aquatio au' -f- C «’ + y r = o, politor = 00 , tab. xr. 
fubfiftere nequit , nifi fit u = 00 ; ideoque terminus £ u' pxa Fig. 4 1. 
au’ evanefeit , proditque ifta aquatio tertii ordinis a u + 
y T = o , pro Afymtota , cujus hac efl figura , ut in regionibus 
oppofitis P & S duos habeat ramos A E & A F in infinitum 
excurrentes. 

• Quarta aquatio autem au' + € u -f- y u + S = o , vel 
unam vel tres Alymtotas redas inter fe parallelas exhibet, nifi 
dua vel omnes inter fe fint aquales , ad quarum indolem in 
dagandam fit primum u = c , radix aquationis una aliam fui 
fimilem non habens, fitque au‘ + £u' + yuH-£=(u — c)X 
(fu +gu -J- h ). Ponatur ubique u=c , praterquam in hoc 

Fadorc u — c , ac prodibit hujufmodi aquatio t n ^(u — c) -J- 
A t n * + Bt n * + C t n 6 + &c. = o ; unde Afym- 
tota orietur forma u — c =.— , exiftente k numero minore 

t 

quam n — 2. 


213. Si aquationis au' + €t/‘-f-yi/+£=o, dua radi- 
ces fuerint aquales, ita ut ea expreflio lit=(«— c)‘ x 
(fu-hg)i atque, ftatuendo« = c, nifi in quopiam mem- 
bro fuerit Fador 11 — c , ad hujufmodi aquationem pervenie- 

tur ( u — c) H H o, nbi erit q minor 

tP fl 

quam n — 2 , & p minor quam q , quem cafum ante evolvi- 
mus. Supereft ergo cafus , quo aquatio <* u'+ £ m* -j- y u -{- 
§= o, tres habet radices reales, puta(u — c)', atque hu- 
jufmodi obtinebitur aquatio (u — c)' t" ^ + P t n * -f- 

Q t n 5 + Rt*~ 6 -f St n ~ 7 + &c. = o. Quod fi P 
non fuerit divifibile per u — c , ponatur u = c , fietque 


^ 1B ( « — c )“ + — = o. Sin autem P diviforcm habeat u — e 

femel, ponatur ubique , praeterquam in hoc Fa&ore , u = c, 
atque orietur aequatio hujus formae (u — c )' 4~ A u ^~z £) q. 

— -= o , exiftente q numero minore quam n — i ; eft vero 
** 

— terminus fecundum proxime fequens , qui non cvanefcit 

fa<fto u — c. Sin P adeo per (u — c)' fuerit divifibilis , Q 
vero non habeat Fa&orem u — c, orietur aequatio hujus for- 

ms (u — c)’ -f- ■ /4 ^“ . — £] — 1_ JL =z Q> Quod fi autem 

fecundus adeo per ( u — c)' fuerit divifibilis , tum ordine 
procedendum eft , donec ad terminum perveniatur non divi— 
fibilem per (w — c )' , qui li fuerit divifibilis per (« — c ) , 
ulterius eft progrediendum , donec ad terminum non diyifibi- 
lem per u — c , perveniatur. Sin autem ille terminus per 
( u — c )* divifibilis fuerit , procedatur ulterius donec perve- 
niatur ad terminum vel non divifibilem per u — c vel divi- 
sibilem. Priori cafu atquario terminetur , pofteriori ulterius 
pergatur donec ad terminum non divifibilem per (i/ — c) 
perveniatur. Sic itaque obtinetur femper aequatio in hac 


forma generali contenta < u — c )' + 


j4(u- 


c)' n(u- 


<) 




,p fl 

c = o , ubi erit r minor quam n — * ; q minor quam r , 
& p minor quam q. 

414. In hac aquatione vel tres continentur aquationes for- 
ma (u — c) = vel una hujufmodi & una (« — c)'=. 
r s 

~ ; vel unica tantum forms ( u — c )' = '■ quod pof- 

r . r 

frcmum evenit fi fuerit & $p major quam r & 3 q major quam 
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ir. Tum vero etiam fieri poteft ut dux xquationes fiant 
imaginarix , qux ergo nullam Afymtotam indicabunt. Cete- 
rum formas harum Afymtotarum jam explicavimus prxter 

ultimam xquatione (u — c)' =-y contentam. Prxbet autem 

r 

ifta xquatio , fi k fit numerus impar , formam Figura trige- 
fima fexta defignatam , cum duobus ramis EX & FY in 
regionibus oppofitis P & S in infinitum excurrentibus. Sin 
autem k fit numerus par , orietur forma Figura trigefima 
feptima reprxfentata in qua funt duo rami EX & FY ad 
eandem Afymtotx redx X Y partem , feu in regionibus 
P & Q excurrentes. 


C A B. 
VIII. 


Ti«,X, 
Fig. 36 . 


T A 1. X. 

Fit. 37 - 


115. Quoniam ex his facile perfpicitur , quemadmodum 
Afymtotarum forma , fi quatuor plurefve Fa&ores fimplices 
in membro xquationis fupremo fiierint xquales , inveftigari 
debeat , ulterius hic non progredior ; verum hoc Caput appli- 
catione regularum datarum ad unum exemplum finiam. 

Exemplum. 


Sit igitur propojita Linea curva hac aquatione exprejfa y'xx X 
(y — x) — xy (yy + xx) 1 = o , cujus fupremum mem- 
brum y'xx(y — x) unum Faclorem habet folitarium , y — x , 
duos aquales xx , & infuper tres aquales y'. 

Confideremus primum Fa&orem fimplicem y — x ; ex quo, Tai.xi. 

pofito y=x , fiet y — x — =0 ; & , ob x=eo r erit F ' e ' 

y — x = o , qux eft xquatio pro Afymtota re&ilinea BAC 
cuui Axe XF in initio Abfciflarum faciens angulum femirec- 
tum BAY. Ad hanc Lineam transferatur tanquam ad Axem 
xquatio , quod fiet ponendo y = & x r ~ “ . q UO 

o orietur hxc xquatio + Ut—uu)Jn+uu) + 

1 = o : unde , per 4 multiplicando , fiet 


« 
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o = t'u + t uu ■ 


it' u' 1 ttu' + tu' -(- U 

-f 1 U* 


ex hac aquatione , fado 1=00, invenitur u=o \ ideoque 
reliqui termini, prater hos duos t' u — 1 1* , evanefcunt ; 

unde pro Afymtota curvilinea erit u = -j . Ob hunc ergo 

Fadorem Curva quafita duos habebit ramos bB , cC ia 
infinitum excurrentes, 

116. Sumantur nunc Fadores aquales gemini x’ ; eritque, 
ob xx = DZilXf&A ) 1 . Axe ergo fumto reda A D 

y'{y x) b 

ad priorem XY normali , fiet & x=u , pro quo rna 

aquatio refultat 

o = rV — t' u' 

— t' u — tu' 

+ i 

qua, fado t infinito , abit in t'u — £'u+i=o, unde dua 
nafcuntur aquationes u=~ & u=A-. Quare hic Fac- 
tor quatuor prabet ramos in' infinitum excurrentes ; primo 
nempe duos dD, e E ex aquatione & duos ad 

eafdem partes fitos £ D & e E ex aquatione u=-^-. 

117. Tres Factores aquales y' referuntur ad ipfum Axem 
XY , fietque t = x & y==«, unde nafeitur aquatio hac, 

0 = — t' u' 4“ ttu' — t' u — tu' 4" 1 • 
qua , pofito t infinito, dat t'u' 4 -£'«=o , feu u(uu 4-1) 
c= o ; unde , ob uu 4- 1 = 0 aquationem impoffibilem , unica 
obtinetur Afymtota reda u = o , conveniens cum ipfo Axe 
X Y , cujus indoles exprimetur hac* aquatione t' ii=i feu 

u=-pr; ac propterea ifte Fador triplex duos tantum pra- 
bet ramos yY & xX m infinitum excurrentes. Omnino ergo 

Curva 
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Curva quofita odio ramos in infinitum extenfos habebit , qui 
quomodo in fpatio finito inter fe conjungantur hujus non eft 
loci explicare. 

it 8. Ex hoc ergo & procedente Capite ramorum in in- 
finirum extenforum varietas luculenter pcrfpicitur. Primum 
enim hi rami Curvarum vel ad Lineam quampiam redlam tan- 
quam Afymtotam convergunt , uti fit in Hyperbola , vel 
Afymtotam reftam non habent , uti Parabola. Priori cafu rami 
Curvarum vocantur hyperbolici, poficriori parabolici. Utriufque 
clafiis inumerabiles dantur fpecies ; ramorum enim hyperbo- 
licorum fpecies his exprimuntur aequationibus , inter Coordi- 
natas t & u , quarum illa t ftatuitur infinita. 



&c. 


Ramorum vero parabolicorum fpecies indicantur fequentibus 
aequationibus. 

u' = A t ; u' = At ; u 4 = At ; u’ = At , &c. 
u' = A t ; u* = At' \ u' = At' •, u' = At‘, &c. 
h 4 = A t' ; u' = At ' ; u * = At' ; u 7 = At' , Stet 
&c. 

Quolibet autem oquatio harum expofitarum , ad minimum , 
duos exhibet ramos in infinitum excurrentes , fi exponentium 
ipfarum t St u non uterque fuerit numerus par ; fin autem uter- 
que exponens fuerit numerus par , tum vel nullum ramum in- 
finitum probet, vel quatuor : illud fcilicet evenit, fi aequatio 
fit impoflibilis , hoc vero fi fit realis. 

Euleri Introduci, in Anal. infin, Tom. II. E 


H4 DE LINEARUM TER.TII ORDINIS 


Lib. I!. 


CAPUT IX. 


De Linearum tertii ordinis fubdivifione in fpecicj. 


119. {Natura atque numerus ramorum in infinitum cxten- 
forum merito eflentiale diferimen in Lineis curvis conltituere 
cenfetur , atque ex hoc fonte commodiffime defumitur ratio 
fubdivifionis Linearum cujufque ordinis in fuas fpecies diverfas. 
Hinc enim quoque oritur eadem Linearum fecundi ordinis divifio 
in fuas fpecies , quam ipfa rei natura fupra fuppeditaverat. 

Sit enim propolita aquatio generalis pro Lineis fecundi or- 
dinis 


ctyy + 6y x + y x x + Sy + 1 x + £= o , 

cujus fupremum membrum o.yy-\-G>yx-{-yxx , potiflimum 
fpe&etur , utrum habeat Factores fimplices reales an fecus. 
Quod fi enim careat Faetoribus , nafeitur prima fpecies El- 
ii p fis didta , fin autem Fa6tores fint reales , videndum eft utrum 
lint intequales , an aquales illo cafu oritur Hyperbola , hoc 
sero Parabola. 

aio. Cafu ergo , quo membri fupremi Factores funt reales 
& iuxquales , Cuna duas habebit Afymtotas redtas ; ad qua- 
rum naturam inveftigandam fu «. y y + £ y x y x x = 
(ny — bx)(cy — dx), ita ut lit 

( n y — b x ) (cy — dx) -f-£y + *x-}-£ = o. 


Confideretur primum baetor ay — bx , qui in infinito dat 
= — , fiet itaque 




L 




Digifeed^by Googkj 


SUBDIVISIONE IN SPECIES. 115 

unde xquatio ay — bx -}- = 0 • definit pnfitio- ^ AP 

nem unius Afymtotx re6tx ; fimilique modo xquatio hxc 
cy — dx -J- £^±-~=o , oftendet Afymtotam alteram. 

ni. Ad naturam cujufque Afymtotx fcrutandam , xqua- 
tionem ad alium Axem transferamus ponendo y= ~ y 

& x = y ’ fitc I ue + erit u((ac-(- 

+ (* c — «<00 + < /a — J *+ <a )/ + C = 0< 

ideoque 

g(bc — ad) tu + g(ac + bd) uu + 

( 5 'i + f<j)f+(Jfl — {i ) // + <£g = o. 

Hinc , pofito in reliquis membris u = (V.- 'jJ ~) * 

erit (g(bc— ad)u + $b + ta)t + ^J^—a j j^~ 

( J ' f a^ t ‘ ,) +<g =0 » feu — «<0« + ** + 

i a -|- * + ,<: ) ( + ) _j_ is __ 0 . er j t er g 0 Afymtota 

V, 0 C da) t t i-f j 

hyperbolica generis u = y-. Simili vero modo Afymtota 
altera ex Fa&ore cy — dx oriunda definietur , unde Curva 
habebit duo ramorum in infinitum extenforum paria , utrum- 
que xquatione u = -y- expreflum. 

111. Sint jam ambo Fa&ores xquales , feu a.yy + 0 >xy + 
yxx = ( k ay — bx)' ; atque, facta eadem ad alium Axem 


ay-\*bt at bu 

~ , u, X ■■ ' 


S 


t 


erit 


tranflatione , qua fit y ■■ 
gguu + (*‘ji>)l + «>±^l' + g = o ; &, faflo * 

infinito , erit uu + C f b * a ) 1 = 0 , qux xquatio ofteadit 

* P 1 




11(5 DE LINEARUM TERTII ORDINIS 

1 1 B- H. duos ramos parabolicos fpecici uu = A t, quippe Curva ipfa 
erit Parabola , ipfaque fua Afymtota. Sin autem eflet $ b -J- 

ta= o , tum aequatio forer gguu -) — ^- + £ = o , pro 

duabus redis inter fe parallelis , qui eft cafus , quo aequatio 
fecundi ordinis tota in duos Fadores fimplices eft refolubilis. 

Sic igitur fpecies Linearum fecundi ordinis inveniflemus , 
etiam fi nondum eruta: fuiflent. 

113. Eodem igitur modo aggrediamur Lineas tertii ordinis, 
quarum squatio generalis eft 

a.y' + + yyxx-\-§x' + tyy + + »xx + + 1 x+ x =0. 

Supremum igitur membrum <x.y' + 6y‘x -\-yyx' -+-£ *’ > quia 
eft imparium dimenfionum , vel unum habet Fadoremfimplicem 
realem , vel omnes tres Fadores fimplices erunt reales. Se- 
quentes igitur cafus funt evolvendi. 

Si unicus extet Fador fimplex rcalis. 

ii. 

Si omnes tres Cnt reales, & inter fe inzquales. 

III. 

Si duo Fadores fuerint aequales. 

IV. 

Si omnes tres Fadores fuerint aequales. 

Quoniam vero in quovis cafu ad unicum Fadorem calculum 
accommodafTe fufficit ; fit ifte Fador, five folus adfit five 
cum aliis fui squalibus insqualibufve , a y — b x , atque 
ad hunc pofitio Axis ita immutetur , ut hadenus fecimus ; quo 
fado , oriatur haec aequatio , qua vice fuperioris utamur cum 
aeque late pateat * 

a.ttu-\-Qtuu-\-yu'-\-$tt-\- itu yt + 6 a + « = o , 

ubi membrum fupremum nttu + C r « 1/ + y u’ , unum certe 
habet Fadorem u. 
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Cap.TX. 

Casus I. ' 1 — “ 


114. Habeat ergo membrum fupremum unicum Favorem 
realem u , quod evenit fi € € fit minor quam 4 a. y : atque , 
pofito t infinito , erit *t/-j-£ = o, quae eft aequati** pro 
Afymtota reda. Prxbeat haec aequatio valorem u = c ; eritque, 

aJt(u — c^ + ^Gcc-f-tc + ^-j-yc’ -f- £cc + 0 c + 1 = o , 

quae eft aequatio pro natura Afymtotae. Hinc , prout C cc + 
t c + w vel non fuerit — » , vel fit = o , duplex Afymtotae 

indoles prodit ; nempe vel u — c = ~ , vel u — c = ~ j 

unde duae primae Linearum tertii ordinis fpecies formantur , qux 
ita fe habebunt. ' 

1. 

Prima Species unicam habet Afymtotam redam fpeciei 
A 

U ~ t~' 

3 » 

Secunda Species unicam habet Afymtotam redam fpe- 
ciei U = yj • 

Casus II. 

aij. Sint membri fupremi tres Fadores fimplices reales & 
inter fe inxquales ; quod evenit fi in aequatione 

sutu + Qtuu + yu' 4- $rt + itu + Quu + vt + 0u + 1 = o , 

fuerit £€ major quam 4«y. Hoc igitur cafu de unoquoque 
Fadore eadem funr tenenda, quae modo de unico Fadore funt 
expolita. Unufquifque fcilicet fuppeditat binos ramos hyper- 

bolicos vel /periei u = , vel fpeciei u = , unde 
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II. in hoc cafu quatuor diverfo fpecies Linearum tertii ordinis 
-continentur , tribus Atyrntotis redis ad fe invicem utcunque 
inclinatis prodito, qua: fpecies funt. 

3 ' A 

TfRTiA Species tres habet Afymtotas fpcciei u = — . 

' 4 . 

Quarta Species duas habet Afymtotas fpeciei u=s 
~ & unam fpeciei u = — . 

f c tt 

Quinta Species unam habet Afymtotam fpeciei u = — u' duas 

fpeciei u = — . * 

" 1 1 

Sexta Species tres habet Afymtotas fpeciei u = —. 

116 . Videamus autem an ho omnes fpecies fint poflibiles ; 
quem in finem fumamus hanc aquationem latidime patentem , 

y(*y — &*)( yy — Sx) -f txy + £y y + vx + 6y + 1 = o , • 


cujus fupremum membrum tres habet Fadores realcs ; quan- 
quarn enim terminus xx eft omlifiis , tamen a:quatio non minus 
late patet. Ex procedentibus autem intelligitur, Fadorcm y pro- 

bere Afymtotam formo u = ~ , fi non fuerit # = o. Qua- 
re videamus cujufmodi Afymtotam probeat Fadoray — Qx. 
Ad hoc ponamus y = et u +€ t , 6cx = at — £//; fitque , 
brevitatis ergo , a* + C' = 1 , quod femper affumere licet j 
atque oquatio transformabitur in hanc formam. 


C(Sy — a$)ttu + (icdoy — ( olol — CR>)$)tuu -J- a-(a,y -f- C$~) u' • 

+C(«,6 +C^")fr + + («.«.— + r(<x^' — &t)u • 

-f- ( a.n -j- £fl) t +(«.6 — Gv)u 

4 * < 

Jlic Fador »y — Cx tranfit in u ; ex quo, pofito t infinito , 

• - • 

*Vids infra pag. 119. 
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primum fit u = = c , qui valor fi loco u in fe- ( ' AP ' 

eundo membro continente t fubftituatur , oftendet ex hoc 
Fadore u feu ocy — Qx Afymtotam oriri form® u = ~ 
nift fuerit. 

*« + Ct , )_( v « + ) Q 

C ^ («J — CyY — * 

Simili modo Faftor y y — $x Afymtotam prsbebit formz 

u = — nift fuerit 

t 

y " 4- J 9 , ( a » + gjr) _ Q 

t ^ (xS fy)‘ • 

117. Hinc patet fieri utique pofTe ut neque n neque utra- 
que . formula modo inventa evanefeat , ex quo fpccies tertia 
utique erit poffibiiis. Quod ad fpeciem quartam attinet , po- 
natur v = o , quo una Afymtota form® u = — prodeat ; 
tum autem ambz reliquz expreffiones in unam coalefcunt, 
idcoque bina: reliqua: Afymtotz erunt forms u = ~ , nifi 
fuerit 8 -|- ^ a j ^ ^ \ = o ; unde & fpecies quar- 

ta eft pofTibilis. At , fi praster n = o , una ex binis reliquis 
expreflionibus reddatur = o , fimul altera evanefeit ; quam 
ob rem fieri non poteft , ut du® Afymtot® fiant form® u = 

~ , quin fimul tertia eandem formam induat ; ex quo fpe- 
cies quinta eft impoftibilis. Sexta autem ob hoc ipfum erit 
pofTibilis , quia oritur , fi v = o , & 8 = ~ ^ 

Hi er£o duo cafus quinque tantum przbuerunt fpecies Linea- 
rum tertii ordinis , quod ea , quam quintam pofuimus , pr®- 
termitti debet , & 

?• 

Quinta Species tres habet Afymtotas fpecici u = — . 
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Casus III. 

228. Habeat membrum fupremum duos Fadtores u squa- 
les ; quod evenit , fi in xquatione cafus prscedentis primus 
terminus «. tt u evanefcat. /Equario ergo generalis ad hunc 
cafum pertinens erit hujufmodi , 

cif uu — Qu' w- h« UI/ -|-££ + » K + (3 = o , 

habet ergo membrum fupremum duos Fadlores u aequales , ac 
tertium a.u — reliquis insqualem. Ifte tertius Fa&or 

producet Afymtotam vel formx u = ~ , vel formae u = 

, prout fuerit haec expredio 

t -f- * CJ y ) — - «' 

Vel non = o , vel = o. 

229. Quod ad duos Fadlores squales attinet , primum ca- 
fus occurrit , fi y non fuerit = o ; tum enim, fadlo t = 00 , 
fiet a uu -f- y t = o , qux eft squatio pro Afymtota para- 
bolica fpeciei u u =a A t. Hinc iflx dus nalcentur fpecies nova» 
Linearum tertii ordinis , nempe, 

6 . 

Sexta Species habet unam Afymtotam fpeciei t/ = ^ 
& unam Afymtotam fpeciei uu=zAt. 

7 * 

Septima Species habet unam Afymtotam fpeciei u =s 

& unam parabolicam fpeciei u u = A t. 

230. Sit jam y = o ; atque Fadlor tertius a. t — £ u dabit 
Afymtotam forms u = ~, fi fuerit 

5 ( <t f -+• ££) = et ( « n + £ £ ) 
fin putem hsc squalitas non habeat locum , Afymtota erit for 
ms u——. Habebimus ergo hanc squationem 


■+- « rui 


III 
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+ tt f U U <o u' 

+ £ t U + f U U 

+ ^f +*a ° 

Hic , fadlo t= oo , fiet eua-f 5 '// + £ = o. 

Sit primum £ S minor quam 4 a £ , atque hinc nulla orietur 
Afymtota ; quare ex hoc cafu duas oriuntur fpecies. 

8 . . * 

Octava Species habet unicam Afymtotam fpeciei 


Nona Species habet unicam Afymtotam fpeciei 



zji. Sint xquationis a. uu + £ u + £ = o , ambx radices 
reales & inxquales , nempe S $ major quam 4 a. £ ; atque hinc 
dux prodibunt Afymtotx re&x inter fe parallelx , utraque formx 

u = — . qui cafus denuo duas fuppedirat Species. 

■ 10. 

Decima. Species habet unam Afymtotam fpeciei u = 
jy & duas inter fe parallelas fpeciei u = y. 

11. 

Undecima Species habet unam Afymtotam fpeciei u = 
~ & duas inter fe parallelas fpeciei u = — . 

zyz. Sint xquationis a £ = o , ambx radices 

inter fe xquales , feu = feu «.«// + £ t/ + ^ = 

«(« — c)‘, fietque *t(u — c)' = 6c' — tcc — »c— 0, 

unde oritur Afymtota refla una fpeciei uu = ~. Hinc ergo 

dux nafcuntur Species novx. 

11. 

Duodec ima Species habet unam Afymtotam fpeciei 
Euleri Introduci, in Anal. injin. Tom. II. Q 
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*~ IB u = — & unam fpeciei u u = 

1 3 ' 

Decimatertia Species habet unam Afymtotam fpe- 


ciei u = — & unam fpeciei u u = 


Casus IV. 


133. Quod fi membri fupremi omnes tres Factores fuerint 
aequales, aequatio habebit hujufmodi formam , 

a. u' + = o , 

Hic primum fpedandus eft terminus £ 1 t , qui fi non defit , 
Curva habebit Afymtotam parabolicam fpeciei u = A t 1 , 
ficque una oritur Species. 

t 4 . 

Decimaquarta Species habet unicam Afymtotam 
parabolicam fpeciei u' = Att. 

234. Defit jam terminus € 1 1 , eritqne 

a. u' y t u S u u -j- ft -j- u -j- it = o ; 

unde , pofito t infinito , fiet «. u' -f- V t u + t t = o , nifi fint 
y & t = o. Non igitur fit y = 0, atque in hac aequatione 
duae continentur aequationes tt«u+yf=o,&yu + f=o; 
prior eft pro Afymtota parabolica fpeciei u u = At; pofterior 

vero , fi ponatur = c , dabit aequationem hanc 

y t {u — c) + *c' + Sfc + ^c + » = o , 

critque ergo pro Afymtota hyperbolica fpeciei u = — , 
unde. 

D f. c 1 m a qu i n ta Species unam habet Afymtotam pa- 
rabolicam fpeciei u u = A t , unam retftam fpeciei u = 
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, atque Axis paraboli parallelus eft alteri Afymtoti redi. 

235. Sit etjam ^ = 0, ut lit hic aequatio 

ct u' + 5 «i/-f-tr-f-£u-|-» = o, 

ubi t evanefcere non poteft , nifi fimul Linea ceflet effe Curva. 
Fa&o autem t infinito , neceflario u debet efle infinita, unde 
fit «. u' + 1 1 = o , qui praebet fpeciem ultimam. 

1 6. 

Decima sexta. Species unam habet Afymtotam para- 
bolicam fpeciei u' = A u 

136. Omnes ergo Lineas tertii ordinis reduximus ad fede- 
’ ciem Species , in quibus propterea omnes illi Species Jeptuaginta 
duce, in quas Newtonus Lineas tertii ordinis divifit , con- 
tinentur. Quod vero inter hanc noftram divifionem ac New- 
tonianam tantum intercedat diferimen mirum non eft ; hic enim 
tantum ex ramorum in infinitum excurrentium indole Specie- 
rum diverfitatem defumfimus , cum Newtonus quoque ad 
ftatum Curvarum in fpatio finito fpedallet , atque ex hujus 
varietate diverfas Species conftituiflet. Quanquam autem hic 
divifionis ratio arbitraria videtur , tamen Newtonus fuam 
tandem rationem fequens multo plures Species producere po- 
tuiflet , cum equidem mea methodo utens neque plures neque 
pauciores Species eruere queam.. 

237. Quo igitur natura & complexus cujufque Speciei me- 
lius perfpiciatur , iquationem generalem pro qualibet Specie 
exhibebo , idque in fimplicilfima forma , qui falva univerfita- 
te locum habere poteft. Pro unaquaque vero fimul Species 
Newtonianas eo pertinentes recenfebo. 

Species Prima. 

y(xx — imxy 4- nnyy ) -j- ayy -\~bx + cy -4-</=o, 
exiftente mm majore quam nn & nifi fuerit b = o. 

Huc pertinent N ew toni fpecies, 33 , 34, 3y > 36,37,38; 

Q 2 
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Species Secunda. 

y ( x x — imxy + nnyy ) + ayy + cy + d = o : 
exiftente mm minore quam nti. 

Huc pertinent Newtoni fpecies, 39, 40, 41, 41, 43, 44, 45. 

Species Tertia. 

3'(jc — my){x — ny ) -}- ayy + hx -f c y+d=o , 
ubi nec b = o , nec m b c -f- . — — — 77 = o , nec nb ■ 4- 

, (ra n ) ’ * 

c + 1 — — rr = o > neque m = n. 

(m — n) 1 

Huc pertinent Newtoni Species ,1,1,3, 4,5, 7,8,9;' 
item 14 , 15 , 16 , 17 , fi a = o. 

Species Q^u arta. 

y(x~-my )(x — ny) + ayy + cy +d= o; 

ubi nec c + — — — 7-, = o , nec m = n. 

{m — n) 

Kuc pertinent Newtoni Species 10,11,11, 13,14,15, 
16,17,18,19,10,11; item , fi a = o , hse 18, 19,30,31, 

Species Quinta. 

y(*— my)(x — ny) +ayy— ,+</== o, 

non exiflente m = n. 

Huc pertinent Newtoni Species, 11, 13, & 31. 

Species Sexta. 

yy(x — my) + a x x + b x -)- cy +</=0 ; 
fi neque a = o , neque 1 ni' a a — m b — c = o. 

Huc pertinent Nowtoni Species, 46, 47, 48, 49 , 50 , 5 1 , 52*. 
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Species Septima. ^ 
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Cap. IX. 


yy (x — my) + axx + bx + m ( i ma' — b)y + </= o ; 
non exiftente a = o. 

Huc pertinent Newtoni Species, 53 , 54, 55, 56. 


Species Octava. 

yy {x — my) + bbx + cy + d = o ; 
non exiftente c = — mbb nec b = o; 
Huc pertinent Newtoni Species, 61 & 61. 

Species Nona. 

yy (* — m y + ^bx — mbby + d=o i 
non exiftente b = o. 

Huc pertinet Newtoni Species, 63. 

Species Decima. 

yy(x — my) — bbx -f cy +d—o ; 
non exiftente c = mbb, nec b = o. 
Huc pertinent Newtoni Species, 57, 58, 59. 

Species Undecima. 


yy ( x — my) — £6* + fl*££y + d= o ; 
non exiftente b = o. 

Huc pertinet Newtoni Species, 60. 


Species Duodecima. 

yy ( x — my) + cy + </= o ; 
non exiftente c = o. 

Huc pertinet Newtoni Species, 64. 
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Species Tertia-decima. 

yy(x — my)+d— o. 

Huc pertinet Newtoni Species, 6 5. 

Species Quarta-decima. 

y' + a xx + bxy + cy + d = o ; 
non exiltente a = o. 

Huc pertinent Newtoni Species, 67, 68 , 69, 70, 71. 

Species Quinta-decima. 

y’ + txy + c* -+■ d= o ; 
non exifiente b=. o. 

Huc pertinet Newtoni Species , 66 . 

Species Sexta-decima. 

y' + <ry + bx = o ; 
nonexiftente b = o. 

Huc pertinet Newtoni Species, 71. 

138. Species autem hae plerumque tam late patent , ut fub 
unaquaque varietas fatis notabiles contineantur ; fi quidem ad 
formam , quam Curvae habent in fpatio finito , refpiciamus. 
Hancque ob caufam Newtonus numerum Specicrum mul- 
tiplicavit , ut eas Curvas , quae in fpatio finito notabiliter 
diferepant , a fe invicem fecerneret. Expediet ergo has , quas 
Species nominavimus , Genera appellare , atque varietates , 
quae fub unoquoque deprehenduntur , ad Species referre. 
Imprimis autem hoc erit tenendum , fi quis Lineas quarti 
aitiorifvc ordinis fimili modo fubdividere voluerit ; ibi enim 
multo major varietas in quavis Specie fic inventa locum 
habebit. 
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Cap. X. 


CAPUT X. 

v. 

De praecipuis Linearum tertii ordinis proprietatibus. 


139. (Quemadmodum fupra Linearum fecundi ordinis pro- 
prietates prarcipuas ex xqnationc generali deduximus , ita 
etiam Linearum tertii ordinis prscipux proprietates ex Aqua- 
tione generali cognofci poterunt : fimilique modo licebit Li- 
nearum quarti altiorifve gradus proprietates ex aequatione con- 
cludere. Quam ob rem confideremus aquationem generaiiffi- 
mam pro Lineis tertii ordinis, qux ell 

aj' + &y’x-{-yyxx + Sx' -J- tyy -f fyx + »xx+ 0 y-f tx+x=o , 

qux exprimet naturam Lines tertii ordinis cujufvis inter Coor- 
dinatas x & y ad quemvis angulum inclinatas , & redla qua- 
cunque pro Axe alfumta. 

140. Nifi igitur a. fit = o , unicuique Abfcifls x vel una 
refpondebit Applicata realis , vel tres. Ponamus dari tres 
Applicatas reales ; atque manifeftum ell earum relationem per 
aequationem difiniri pofie. Pofita itaque a. = x , illiufniodi 
erit aquatio , 

y' (£r ■+■ i)yy -f (y** + £* + 0)y +$*' + »xx +ix+x=q : 

atque fumma illarum trium Applicatarum eidem AbfcilT® x 
refpondenrium , erit = — Cx — t ,• fumma trium re&angu- 
lorum ex binis applicatis formatorum erit = yxx + £ x -j- 0 ; 
ac denique podiuitum omnium 1’eu paralleli pedum ex illis 
formatum erit = — 5 "x' — »xx — ix — x =- o. Si dux 
Applicat® elTent imaginari® , hsc quidem eadem valerent , at 
ad Linearum figuram accommodari non polfent , quia ex ea 
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Lib. II. neque iumma neque reflangulum duarum Applicatarum ima< 
ginaiium intelligi poteft. 

Tau. xu. 141. Sit igitur Linea quacunque tertii ordinis ad Axem 

F‘g- H- AZ relata ad quem fub dato angulo applicat* fint Ordinat* 
LMN , Imn Curvam fecantes in tribus punflis. Polita ergo 
AbfcilTa AP=x , Applicata y triplicem habebit vaiorem P L , 
PM, Sc — PN: unde erit PL+ PM— PN=— Qx— t. 

Quare, fi capiatur PO = { = P M ~ , punflum 
O it 4 erit in medio litum , ut fit L O = MO-]-N O. Cum 
igitur fit ^ = J - ~ - , hoc punflum O fitum erit in 

Linea refla OZ , qu® refla propterea omnes Ordinatas Imn 
ipfi LMN parallelas ita fecabit in o, ut fit lo mo = no ; 
qu* proprietas analoga e 11 proprietati Diametrorum , qua 
Line® fecundi ordinis funt pr*dit*. Quod fi ergo du® Ordi- 
nat* paralie!* & Curvam in tribus punflis fecantes ira fecen- 
tur in punflis O & o , ut bin® Applicat® ad unam partem 
jacentes firnul fumt® ®quales fint terti* ad partem alteram fit*, 
refla per h*c punfta O & o dufta omnes reliquas Ordinatas 
illis parallelas fimiliter fecabit , eritque quafi Diameter Line® 
tertii ordinis. 

241. Quoniam in Lineis fecundi ordinis omnes Diametri 
fe mutuo in eodem punflo interfecant , videamus quomodo 
plures hujufmodi Diametri Linearum tertii ordinis inter fe fint 
comparat*. Concipiamus ergo ad eundem Axem A P fub 
' alio quovis angulo Applicatas; fitque AbfcilTa =t & Ap- 
plicata = u; erit y = nu & x = r — mu, qui valores in 
aquatione generali 

y' + £y'x + yyxjf+SV 4- tyy -+- £yx + vxx -f Gy +1 x -f x =0, 
■fubllituti hanc dabunt aquationem 


-f-n’ u' 


Dioitiz 
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-)- /j'u' ynu«-j- Oau 

— Cmn’u 1 — lymnu t jSmutt £mnuu Zumuc > mu 

4 -\- nm‘uu 
Sm ' u ' 

Hinc pro Linea illa refia Diametri vicem fuftinente , fi ejus 
Applicata fub eodem angulo ad AbfcifTam t ducta vocetur = v, 

• C«*f 4 " 1 ymnt ‘jtmt inn 4 ~ *inn-~—rmm 

Cn 3 V n 1 Cmn‘ 4~ yni‘n Sm' 

m 



243. Sit jam O interfedtio harum duarum Diametrorum , 
unde ad Axem AZ primo prioribus Applicatis parallela du- 
catur OP , tum vero pofterioribus parallela OQ , eritque 
A P = x , PO = {, AQ = t & O Q = v. Tum vero 
erit { = n v & * = t — rn v , ideoque v = A- , & t = 

x + j. Primo itaque habetur 33 = — €.v — f , porro- 
Cx • o . Cmx * m o i n* 

que 3 v = & t = x . bubltituan- 

^ J n n 3 « 3 n 

tur lii valores in aquatione ante inventa , & prodibit 


— Qnnx 4“ (&(Zmnx — Qymmx -f- 

— inn i rnn — y imm 4- — m 

ft 

, r, P $ mnx 8 tmn , 

. 4- linnx 1 -inn 

— lymnx 4 4“ ~ y ; \ mm 

. .. 8 1 m’ x f t m' . 

4 - 3 Smmx — — j- » m m 

. feu 




= o 




y Qfimnx — y (lymmx 
4~ y mn ytmm — £ 


zymnx 4* ^mmx 
m n + »mm 
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Tab. 
XII. 
Fig- 45 - 
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244. Pendet ergo utique interfe&io Diametrorum O af» 
inclinatione Applicatarum ad Axem , qux litteris m & « 
continetur ; neque idcirco , ( C interfcdUoncm Diametrorum 
Centrum vocare lubeat , ) Linere tertii ordinis omnes Centro 
gaudent. Interim tamen cafus exhiberi pofliint , quibuS Diame- 
trorum interfectio mutua in idem pundum fixum incidat. Fiet 
fcilicet hoc , fi termini per mn & mm affedti feorfim nihilo 
aquales ponantur , ac valores ipfius x inde orituri aquales 
ftatuantur. Fiet autem ex his duabuj aquaiitatibus # = 

z=z c ” yJ- ’ 1 U ' ^ uo va ^ orcs ut congruant , ne- 
ceffe efi ut fit 

6 CCn iCCyi l8>r -f- 6 yy 1 = 3 iCCyi -j- liSC/t, 

feu 


Cy' ICC u 9 f? + 6y„ -f- 6Cft lyyt = O , 

unde fit » = Cy ^ 9 6 1 y v -‘ . Quoties 

ergo « hujufmodi habuerit valorem , toties omnes Diametri 
fe mutuo in uno eodemque punfto interfecant ; ideoque ha 
Linea tertii ordinis Centro gaudebunt , quod reportetur 
fumendo in Axe. 


AP — 


2 £ C 0 y 


& 


p Q ___ 1 C ? -f- 6 y « 

2 C i 6 y ‘ 




245. Hac eadem Cyntri determinatio , fi quod datur , 
locum habet fi pro primo coe:.lciente a. non ponatur unitas. 
Si enim propofua fuerit aquatio generaiiJima pro Lineis tertii 
ordinis 


*y + e /' x + yy x ' + fx' + ijy-J- fxjr +■ nrx + iy + IX •+■ * = o , 
ha Curva Centro erunt praditx , fi fuerit 

C y ( 9 » ? -f- 6 C it « 1 y y t rp /-> 

* = — — — — . 1 u m vero Centrum 

a£c 0 ay 




TERTII OR DINIS PRO PR I ET AT IBUS. 1 3 r 
erit in O , exiftente A P = ~ ’ fic P O = -’ 1 . - ' ‘ — . 

i„; Ci.y 2Cv, — o „ 

Quare , fi unica Ordinata Curva in tribus p undis fecans ita 
dividatur , ut bina: Applicat® ad unam partem lit® aquentur 
terti® ad alteram partem jacenti , tum reda per Centrum & 
hoc divifionis pundum duda , omnes alias Ordinatas illi pa- 
rallelas fimiliter fecabit. 


C.AT V. 


24 6. Si h®c ad ®quationes Specierum fupra enumeratarum 
accommodentur, patebit Species primam , fecundam , tertiam, 
quartam & quintam Centro gaudere , fi modo fit a =. o 
hocqUe cafu Ceutrum in ipfo Abfcifiarum initio elie politum. 

Species fexta & feptima Centro prorfus carent , quia coelticicns 
a abeffe nequit. Species vero odava , nona , detima , un- 
decima , duodecima & decima-tertia Cenmim habent , femper 
in AbfcilTarum initio pofitum. In Specicbus decima-quarta , 
decima- quinta & decima-fexta Centrum infinite difkat , ideo- 
que omnes itl® Line® Triametri inter fe erunt paralie!®, 

147. His de fumma trium cujufque Applicat® valorum no- 
tatis , contemplemur eorundem produdum , quoniam de rec- 
tangulorum agregato nihil admodum notatu dignum repe- 
ritur. Erit ergo ex aquawme generali §. 239. - — P M.P L. P N 
= — S x' — v x x / x — x : ad quam exprellioncm 
explicandam ad hoc attendamus , quod fi ponatur y=o, fiat 
£ x' + » xx + 1 x + x = o , cujus propterea ®quationis ra- 
dices dabunt Axis A Z & Curv® interfediones. Qu® fi fint 
iri pundis B , C , & D erit § x' -f - v x x 1 x -f- x = S( x — 
AB)(x — A C ) ( x — AD ) ; quapropter erit P L. PM. PN 
= S.PB.PC. PD; - ideocjue , fumra alia quacun- 
que Ordinata Imn priori parallela, erit PL.PM.PN: 

P 3 . PC. PD =ph pm. pn:p Bp C. pD\ qu® proprietas omnino 
fimilis eft illi , quam fupra pro Lineis fecundi ordinis ratione rec- 
tangulorum invenimus ; atque fimilis proprietas in Lineas quarti, 
quinti , & fuperiorum ordinum competqt. 

248. Habeat nunc Linea tertii ordinis tres quoque Afym- 
totas redas FB f, G D g , II C h. Quoniam ipfa Linea tertii r ‘ s ’ * ’ 
• R 2 
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fed , G duo ad eandem partem vergant , tertium neccflario a J Cap. 3L 
oppoiitas tendet. Hanc ob rem hujufmodi Linea tertii ordi- "* 
nis qualem figura reprsfentat , eft impoflibilis , quoniam rec- T a b. 
ta fecans Afymtotas in pundlis/, g, h , Curvam vero in 1 1 r - 
l , m , n, pribet partes f n , g m , hl in eandem plagam ver- 
gentes , quarum fumma nihilo aequalis efle nequit. Partes enim 
in eandem plagam vergentes obtinent idem fignum , puta -f- ; 
quz vero in contrariam plagam tendunt fignum — : unde pa- 
tet fummam trium harum partium evanefeere non pofle nili 
fignis diverfis fiut praediti. 


ifi. Hinc jam clare pcrfpicitur ratio cur in Linea tertii ^ K *• ■ 
ordinis dari nequeant dus Afymtota redis fpeciei u = n s . ,&. 

, dum tertia Afymtota fit fpeciei « = propterea quod 

illa crura hyperbolica infinitius magis ad fuam Afymtotam 
convergant , quam crus hyperbolicum fpccici u=~. Pona- 
mus enim redtam fl in infinitum removeri , fientque intervalla 
fn,gm, hl infinite parva. At, li rami duo nx , my po- 
nantur fpeciei «=-^, tertius vero ramus fpeciei u = 

Y*» tum intervalla fn & gm infinities erunt minora quam in- 
tervallum h l , ideoque effe nequit g m =f n + k 1. 


tjx. In Lineis ergo fuperiorum ordinum , qui tot ha- 
bent Afymtotas quot dimenfiones , upica Afymtota fpeciei 
u =~y adelTe nequit , dum reliqui fint fpecierum fuperio- 

nim u = — , u-=—.- &c. : fed , fi una adfit fpeciei «= 
-- , neceffario & ‘altera adefle debet. Ob eandem rationem , 
fi Afymtota fpeciei u = nulla adfit , fieri non poteft ut 
una tantum fpeciei ir= — adfit , fed ad minimum dui ad- 




V 


i 
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cfTc debebunt. Crura enim hyperbolica fpeciei u = . 

u = &c. , infinities magis ad fuas Afymtotas convergunt , 

quam fpecics u = ~ . Hinc igitur in enumeratione Spccie- 

rum , qu* in ordine quopiam fuperiori continentur, cafusim- 
pofiibiles. facile excludi , hocque inlignes calculi moleftia: evi- 
tari poterunt. 

153 . Ponamus autem Lineam tertii ordinis a refla quapiam 
in duobus tantum punflis fecari ; atque ab omnibus aliis rec- 
tis huic parallelis vel in duobus etiam puufcis vel nufquam 
fecabitur. Si igitur in Axe quocunque ftatuantur Applicat* 
y huic reft* parallela; , aquatio ita erit comparata 

J 

vv j_ 1 «f *' +»**+<*-!- x 

■> JJ “ C 1: -j- « “ C x -j~ t 

Scilicet , fi Abfcifia A P dicatur = * , du* habebuntur Ap- 
plicat* y , nempe P M & — P N; erit autem , ex natura 

aequationum, P M — PN= 7 ' * • Bifecetur 

Ordinata MN in punfto O , erit P 0 = > T i Bine 

fi ponatur PO=f, erit ? ( C x ( ) = y x x -f- ^*-+- 6 : 
unde patet omnia punfla U Ordinatas parallelas AiiVbife— 
cantia fita efic in Hyperbola , nifi fuerit yjrx + ^x-f-0 
divifibile per £ x + t , quo cafu punflum O politum erit in 
Linea refla. p 

1 ^ 4 . Quod fi ergo yjrx + ^-v + S divifibile fuerit per 
C x -|- « , tum Curva praedita erit’ Diametro , feu refla omnes 
Ordinatas parallelas MN bifecante ; qu* proprietas in omnes 
Lineas fecundi» ordinis competit. Verum , fiyxx + ^.r + 0 
divifibile fit per € x + t , evanefeere debebit fi ponatur x = 

; quare / fi fuerit y < t — C i £ + ££0 = o , tum Linea tertii 
ordinis Diametro erit pr*dita. 


it 
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455. Hinc igitur generaliflime omnes cafus determinare C 
poterius, quibus Linex tertii ordinis Diametris funt prxuitx. 
Sit enim propofita xquatio generalis 

ay ' -fi Cy' -fi yyxx -fi Sx’ -fi tyy -fi £)'* -fi »xx + 6 y+ix~ fi x = 0 , 

cujus Applicatas y , quia triplicem valorem vel unicum habent , 
Diametri proprietatem recipere nequeunt. Ducantur ergo 
fub alio quocunque angulo ad eundem Axem alix Applicatae 
u, ita ut fit y= nu, & x = t — mu, ac fiat fubfcitutio 

*n'u’-fi Cn'u' r-(- y/wrr-fi tn'u'-\- £nur-{- nfr-fi tnu /f -fi k 

Cmn'u ' lymnu‘t ’mnu‘ Innuit imu 

-fiym'nu' -fi -fi «m'u‘ * 

fm'u' 

Primum ergo, quo hs novs Applicats ad Diametrum reci- 
piendam aptas reddantur , necefle ell ut duplicem tantum valo- 
rem induere poffint , eritque idcirco 

• a. n' — £ mn' -fi y m' n — $ m' = o. • 



456. Prxterea vero requiritur ut quantitas, per quam u eft 
multiplicata , nempe ( yn — 3 Sm) u -fi {Qi — mm )t -fi 0 n — t m, 
divifibiiis fit per eam , quas u u multiplicat , qus ell 
(o/in — xymn -fi ^Smm)t -fi t nn — £/nn -fi »mm ; five illa nihilo 

fieri*debet squalis , fi ponatur t = nn ~ 

t « n xy mm-\- $ i m m 

Hinc ergo fiet 




i n 
m 


{In inm ) (tnn {m n -fi » m m ) 

(C /1/1 Xymn-\-^S‘mm)m 


+ 


C y n 3 ,t m) { • n n ? m n -fi » mm ) r 

{{nn i>/n/i-fi3 Amm)‘m 


457. Si hsc ad Species fupra enumeratas applicemus, appa- 
rebit in Specie prima nullam prorfus Diametrum locum habere 
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II. polle. Iil Specie autem fecunda Ordinata! Axi , in quo Abf- 
cilf* x capiuntur paralie!» Diametro , bilecabuntur. Species 
tertia nullam prorfus Diametrum admittit. Species quarta fem- 
per unam habet Diametrum Ordinatas uni Afymtotx paralle- 
las bife cantem. Quinta vero Species tres Habebit Diametros , 
qux ordinatas lingulis Afymtotis parallelas bifecabunt. Spe- 
cies lcxta nuilant' prorfus habere poteft Diametrum. Septima 
unam Diametrum femper habet pro Ordinatis Afymtot» ex 
Factore x — m y ortx parallelis. Octava unam Diametrum 
habet pro Ordinaris Axi parallelis. Nona Species duas habet 
Diametros ; alteram pro Ordinatis Axi, parailelis , alteram 
pro Ordinatis alteri Afymtotx parallelis. Decima uti oda- 
va, & undecima uri nona ell comparata. Duodecima ratione 
Diametrorum par ell odavx , & decima-tertia non». Deci- 
ma-quarta unam habet Diametrum pro ordinatis Axi paral- 
lelis. Species decima - quinta & fexta omnino Ordinatas , 
qux in duobus p undis Cunam fecent, non admittunt; ideoque 
Diametro gaudere nequeunt. Hxc autem Diametrorum pro- 
prietates a Newto.no probe funt notat» , quam ob cau- 
lam earum commemorationem hic data opera arruiilTe juvabit. 

8. Quanquam in aquationibus , quas fupra pro lingulis 
Specit.bus Linearum tertii ordinis dedimus, Coordinatas x & y 
inter fc normales pofuimus, tamen Speciei natura non muta- 
tur, etiamli e» quomodocunque ad fe invicem fint inclina- 
ta. Quot enim aquatio , politis Coordinatis orthogonali- 
bus, prxbet crura in infinitum extenfa , totidem quoque prx- 
bebit eadein aquatio , li Applicate ad Axem utcunque incli- 
nentur. Neque vero etiam natura - crurum in infinitum excur- 
rentium muratur , mutata Coordinatarum inclinatione ; qu» 
enim crura funt parabolica , eadem manebunt pnraboiica , & 
qua funt hypcrboiica eandem naturam retinebunt. Quin etiam 
Species crurunt tam parabolicorum quam hyperbolicorum non 
alterabitur. Quare omnis Curva , quam aquatio pro prima 
Specie exhibita prxbet , live Coordinatx ftatuantur redangulx 
lu e obliquangula , femper ad eandem Speciem primam erit 

- referenda , 
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referenda , fimilique modo reliquarum Specierum omnium C* p. 
ratio efc comparata. f 

159. Admiifa ergo Coordinatarum obliquitate quacunque , 
sequationes 1'tipra data; non reftringentur , (i loco y ponatur 
r u , & f — ,u u loco x , exiftente /.t /j. j ,- s » = 1. Sumro 
autem angulo obliquitatis pro lubitu , trquariones 1'upra data; 
fimpliciores reddi poterunt. Hinc pro lingulis Speciebus fc- 
quentes fimpliciffims aquationes inter Coordinatas obliquan- 
gulas 1 & u formabuntur. 

• 

Species Prima. 

u ( t t nnuu ) -f- auu + bt -f- «t + d = o , 

exiftente nec n =0 nec b = o. 

Species Secunda. 

u ( / f -\-nnuu-\-auu + c u -f- d = o , 
non exiftente n = o. 

Species Tertia. 

u ( tt — nnuu ") + awX + bt -J- cu -f- d = o , 

exiftente nec n = o , nec b = o , nec + nb + c - 4 - — = o. 

— * ^nn 

Species Quarta. 

t 

u(tt — n nuu) au u c u d =zo , 
exiftente nec n = o , nec c + — = 6. 

Species Quinta. 

( x ■ Clllt 1 * 

tt — nnuu ) 4 -auu ' r d=zto> 

non exiftente n = o. 

■Euleri Introduci, in Anal. infm. Tom. II. S 


1 

■ J 

1 

i 

i 
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Species Sexta. 

tuu + <*t t + bt-\-cu-\-d = o, 
exidente nec a = o , nec c = o. 

Species Septima. 

t u u + a 1 1 + b t + d = o , 
non exidente a = o. 

Species Octav-a. 

tuu + bbt + cu + d= o , 
exidente nec b = o , nec c = o. 

Species Nona. 

t u u + b b t + d= o , 
non exidente b = o. 

Species Decima. 

tuu — bbt + cu -\-d = o , 
exidente nec b == o , nec c = o. 

Species Undecima. 

'tuu — lbt + d=zo, 
non exidente b = o. 

Species Duodecima. 

t u u c u d = o , 
non exidente c = o. 

Species Decima-tertia. 
tuu + d— o. 

« 

. \! 


. Digitizsd bv Coy g. 


Cap. X. 


TERTII ORDINIS PROPRIETATIBUS. 1 39 

Species Decima-quarta. 

• u' att cu d=Q. 

Species D e cim a - Qui n t a. 
u' + at u + b t + d= o , 
non exiftente a = o. 

Species Decima-sexta. 
u' + at = o. 

CAPUT XI. 

De Lineis qtiarti Ordinis. 

160. Aquati o generalis pro Lineis quarti Ordinis eft 
«7* •+•' + + +wj , x+0jxa+»a' + 

x 77+ x 7 A ' + A t - rjf +»7 + ^-v+o=o; 

qnai autem , (variatis tum CoorJinatarum inclinatione, tum 
Axis pofitione , tum Abfcillarum initio , ) multis modis pro di- 
verfis cafibus ad' fimpliciorem formam reduci potefl. Quo 
igitur, fecundum methodum traditam , omnes Species vel po- 
tius Genera Linearum , quae in hoc ordine continentur enu- 
merentur , ad membrum iupremum relpici oportet , unde fe- 
quentes cafus nafcuntur diverfi. 

I. 

Si fupremi membri omnes quatuor Factores fimplices funt 
imaginarii. 

I I. 

Si duo Factores tantum funt reales & inerquales inter fe. 

S i 
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Ljb. II. III. 

Si duo Faftorts tantum funt reales & aequales. 

° IV. 

Si omnes quatuor Favores funt reales & imqualcs. 

V. 

Si duo Favores inter fe funt aequales , reliquis binis inter 
fe exifientibus inaequalibus. 

VI. 

Si praeter duos Favores aequales etiam reliqui duo Gnt 
inter fe aequales. 

V I I. 

Si tres Fa< 5 torcs fimplices fuerint inter fe aequales. 

VIII. 

Si omnes quatuor Factores inter fe aequales fuerint. 

CASUS. I. 

16 1. Si omnes Factores membri fu premi fuerint imaginarii,. 
Curva ramis in infinitum excurrentibus omnino erit deditura ; 
quoniam igitur ex divcrfnate ramorum infinitorum difqrimen 
Generum petimus , ilte cafus unicum praebebit Genus. Erit 
ergo. . . 

Genus I. 

Curvarum ramis in infinitum exrenfis omnino carentium , 
quarum natura hac aequatione finipliciflima exprimetur 

(jy + mmxx) (yy — 5 pxy + qqxx ) + ay' x + byx' + 
cyy+dyx+exx +fy + g x + h = o. 

Exiftente pp minore quam qq. Quoniam enim in fupremo 
membro termini y' & x 4 necelfario adfunt , Coordinatis x & 
y quantitate data live augendis live minuendis , efilci poteft, ut 
termini y' & x' ex fecundo membro excedant. 


-i- _C i'.lcK.k_ 
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cap. xr. 


z6z. Si duo Faci ores membri fopremi tantum fint reales & 
insequales, per obliquitatem Coordinatarum & Axis mutatio- 
* nem , eflici potcft ut alter fit y alter vero x, aequatio ergo ita 
fe habebit 

yx(yy — zmyx -\-nnx x)-\-ay'x -j- b yx' -{• cyy + dyx -p 
exx +fy + gx -p h= o 
exifientc m m minore quam n n. 

Quia enim in fupremo membro termini y' x & y x' neceffario 
adfunt , in fecundo membro termini y’ & x’ omitti poliunt. 
Habebit ergo Curva duas Afymtotas reflas , alteram arquatio- 
ne y = o , alteram aequatione x = o , exprelTam. Prioris 
ergo indoles exponetur hac aequatione nnyx' + exx -pgx-p 
h = o ; polterioris hac a j‘ -p cyy fy -p h. = o. Hinc for- 
mabitur. 

Genus II. 

✓ 

Duabus Afymtotis rcflis , utraque indolis u = -y- , prxdi- 
tum , fi neque c neque e fit quantitas evanefcens. 

Genus III. 

Duas habet Afymtotas reflas, alteram indolis u = , 

alteram indolis u — — , & exprimitur aequatione 

yx {yy Imyx -p nnxx) -p ay * x -p byxx -pgy-p dyx -\-fy ~p ?x-pA=o, 

exil.ente neque c = o , neque g = o. 

Genus IV. 

Duas habet Afymtotas reflas , alteram indolis u = 
alteram « = -[-, & continetur hac atquatione 
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Li d. I t. yx(yy — zmyx-{-nnxx)-\-<iy‘ x-h byxx-\-cyy-{-dyx+fy-\-k=o , 

ncn ex.lleme c = o. 

Genus V. 

Duas habet Afymtotas redas , ambas generis u = y - ( » & 
continetur xquatione 

yx{yy — i myx -'rnn*x)-\- ayyx + byxx +dyx+fy+gx+lv=o, 
exillente neque J = o , neque g = o. 

Genus VI. 

Duas habet Afymtotas redas, alteram indolis u = '-~ t 

& alteram indolis u = ~ , continetur autem hac aequatione 
y.x(yy — imyx + nnxx) -f- ayyx -}- byxx + dyx-\-fy-\-h=o , 
non exillente f = o. 

Genus VII. 

Duas habet Afymtotas redas , ambas indolis u = , & 

continetur hac aequatione. 

yx{yy — imyx + nnxx ) + ayyx + byxx -j- dyx -f- h = o , 
exillente ubique n n majore quam m m, 

CASUS III. 

2.63. Sint ambo illi Fadores fupremi membri , qui foli funt 
feaks , inter fc squales , atque xquatio erit hujufmodi , 

y y(yy — imyx -1- nnxx) ay.xx + bx' + cyy + dyx + e xx -f- 

fy+g v+ A = o., 

exillente iterum nn majore quam m m , quat xquatio , nili Iit 
b =0 , dat 
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CAP.xr. 


Habens unam Afymtotam parabolicam fpeciei u u = A t. 

Si autem b f\t = o , pofito x = 00 , fiet yy + — — -+■ 

e h 

-* — I = o. Hinc, li fuerit 00 minor quam 4 nne , 

nnx nnxx • 1 ‘ 

prodit . * 

Genus IX. 

Nullum habens ramum in infinitum extenfum. 

Si fuerit A = o , & 00 major quam 4 nne , neque fit g=o , 
prodit 

Genus X. 

Duas habens Afymtotas inter fe parallelas fpeciei //= — . 

Si fuerit & b = o, & g-= o, & aa major quam 4/2/7* 
prodit 

Genus XI. 

Duas habens Afymtotas inter -fe parallelas fpeciei u=:~. 

Si fuerit b = o, £c /20 = 4/2/2*, nec vero g=o , prodit 

Genus XII. 

Afymtotam habers hyperbolicam fpeciei uu = — . 

Si fuerit A = o, g=o, & 00 = 4/2/2*, atque A quan- 
titas negativa, prodit 

Genus XIII. 

Afymtotam habens hyperbolicam fpeciei a/ w= y-. 

At , fi £ = o , g=. o , 00 = 4/20* , & A quantitas affir- 
mativa , prodit 
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Genus XIV. 


Nullos prorfus habens ramos in infinitum extenfos. 
CASUS IV. 

•2.64. Sint membri fupremi omnes quatuor Faflores fimplices 
reales & inaqua!» , atque «quatio hujufmodi formam habebit 
yx ( y — m.x) (y — nx) + ay'x + byxx cyy + dyx + exx 
fy + g* + h — o. 

Curva igitur quatuor habebit Afymtotas reflas fpeciei vel 
u = —y , vel u = -jj , vel u = — Hinc , ad prascep— 
tum §. 151. datum , fequeutia orientur Genera. 


Genus XV. 

Habens quatuor Afymtotas hyperbolicas omnes fpeciei u = 
A 

t ' 

Genus XVI. 

Habens quatuor Afymtotas hyperbolicas , tres fpeciei u == 
& unam fpeciei u = 

Genus XVII. 

Habens quatuor Afymtotas hyperbolicas , tres fpeciei «= 
—j-j & unam fpeciei u = — — . 


Genus XVIII. 

Habens quatuor Afymtotas hyperbolicas , duas fpeciei u : 


— , & duas fpeciei u : 


A 

tt 


G ESUS 


I 
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Genus XIX. 

Habens quatuor Afymtotas hyperbolicas , duas fpeciei u = 
~ , unam fpeciei u = ~ , & unam fpeciei u = y . 

Genus XX. 

\ 

Habens quatuor Afymtotas hyperbolicas, duas fpeciei u = 
y , & duas fpeciei u = y. 

Genus XXI. 

Habens quatuor Afymtotas hyperbolicas 3 omnes fpeciei 



Genus XXII. 

Habens quatuor Afymtotas hyperbolicas , tres fpeciei u = 
y- , & unam fpeciei u = 

Genus XXIII. 

Habens quatuor Afymtotas hyperbolicas , duas fpeciei u = 
-y , & duas fpeciei u = 

Genus XXIV. 

Habens quatuor Afymtotas hyperbolicas , omnes fpeciei 



CASUS V. 

2.6$. Sint duo Faftores membri fupremi inter fc aequales,,' 
reliquis exigentibus inaequalibus , aequatio erit hujufmodi 
Euleri Introduci, in Anal, injin, Tom. II, T 


Cap.XI. 
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Iib. II. yyx(y+nx) + ayxx + £•*' + cyy+dyx + cxx+fy+gx+h=io~ 

ir • - 

Hinc primo , ratione FaiHorum aqualium , omnia oriuntur 
Genera , qua in cafu III , & unumquodque cum tot varieta- 
tibus occurrit , quot Faetores inaequales fuggerunt , hoc eft 
quot culus fecundus 'continet Genera. Omnino ergo fexies 
feptem hoc ell quadraginta-duo Genera cx hoc cafu nafcun- 
tur. Duo autem hinc prodeunt Genera impoflibilia , nempe 

fi ambx Afymtots parallelx fuerint fpecic-i « = —.,& reli- 
quarum una u = y , altera exiftente vel u = ~ , vel 

u = Quare , hic cafus quadraginta Genera prxbet , 

qux cum antecedentibus numerum Generum fexafma-quutuor 
conficiunt , qus fingula hic defcribere nimis loret longum. 
Neque etiam , quia fingula hxc Genera evolvere non vaca- 
vit , firmiter affirmare licet , omnia elfe realia. Qui autem 
fecundum prxeepta data hoc negotium in fe fufeipere voluerit 
numerum Generum , fi opus fuerit , rellringet atque emendabit. 

CASUS VI. 

%66. Hic cafus, quo duo Fadlorum squalium paria adfunt, 
ifia squatione continebitur 

yyxx + ay' + bx' + cyy + dyx + exx +fy + gx -f- h = o. 

Utrumque autem Fadorum aequalium par in fe fpcclatum va- 
rietates dat feptem , unde ambo paria praebebunt Genera 
quadraginta-novem. Quia vero /t fimul affirmativum & nega- 
tivum cfie nequit , duo Genera fiunt impoflibilia, ideoque ex 
hoc cafu omnino nafcuntur Genera quadraginta-feptem , qui 
numerus etiam major eft quam ut fingula hic recenferi queant. 
Hailenus ergo nabli fumus Genera ancum & undecim. 
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c*p.xr. 

CASUS VII. 

2.67. Si tres Favores inter fe fuerint squales , aequatio 
erit ejufmodi 

y'x -f- ayxx -f- bx ’ -f- cyy -\-dyx + exx + fy +g* + o. 

Hic Fa&or x prsbet Afymtotam fpeciei « = ~ , fi non 
fuerit c = o ; at , fi c = o , nec vero f = o , Afymtotam 
dat fpeciei u = ^ ; at , fi c=o , & /=o , Afymtotam 

dat fpeciei u = y. Deinde Fadtor y' , nifi fuerit b=o , 
dat Afymtotam parabolicam fpeciei u' = Att ; fin autem 
b = o , pofito x infinito , fit y' + ayx + dy + f* + £ + 
y ^ = o. Hic , fi non fit e = o , erit y' + ayx + 
ex = o ; uude , fi nec a= o , erit & y ’ + ax= o & a y -f- 
e=o : fimul ergo locum habet Afymtota parabolica fpeciei 
uu=At , & hyperbolica hac scquatione exprelfa (ay -f-e)* — • 

— — — — g + Nifi ergo fit e ' + aadc + 

a’g=o , hsc Afymtota eft fpeciei u=~-; contra vero fpe- 
ciei « = — . At , fi a = o , non exiftente e=o , erit 
y' + ex = o : que dat Afymtotam parabolicam fpeciei u' = 

At. Sin autem fit e = o , fk. a=o , fiet y' +dy +g=o, 
qus equario vel unicam prebet Afymtotam fpeciei u = 

~ , vel tres ejufdem fpeciei , vel unam fpeciei u=-y-, & 

unam fpeciei uu = ~- ; vel unam fpeciei u'=~. Omnino 

ergo odio varietates occurrunt , qua? > per tres cx Fadiore x f 

ortas multiplicat® , dabunt Genera viginti-quatuor. Ergo omnes 
cafus hactenus tradi ari dant Genera centum triginta quinque. 

T 2. 
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DE LINEIS 
CASUS VIII. 


a68. Si omnes Facio res lint inter fe squales hic aquatio 
locum habebit 

y 4 -f- ay' x -f- byxx -f- hx' + cyy + dyx -f- exx + fy gx +/i= o. 
Hic , fi non fuerit k = o , prodit 

Genus CXXXVI. 

Unicam habens Afymtotam parabolicam fpeciei n‘=At'. 
Sit k = o, non vero b = o , erit y' + byxx + e xx = o , 
hi neque y' -f-for.v=o , & by + c=o ; unde , pro Afymtota 
refla by + e = o , erit ( by -f e ) xx + -f jf + — 

1 x e f 

y — + gx + /t=o ; ergo, nifi fit aee — bJc-\-bbg=o, 

Afymtota erit fpeciei u = y > contra vero fpeciei u= ~£ 
unde prodeunt 

Genus C XXXVII. 

Unam habens Afymtotam parabolicam fpeciei u =Att r 
& unam hypcrbolicam fpeciei u = ~ , & 


Genus CXXXV1II. 

Unam habens Afymtotam parabolicam fpeciei u'=Att t 
& unam hyperbolicam fpeciei u=.~. 

169. Sit jam k—o , b — o, ut fit 
y* -f- ay' x -f- cyy -f- dyx -f- exx -\-fy + gx -f- It = o , 
fi non fit e = o , erit y 4 -f- ay y x exx = o , qui xquatio 
fi fuerit aa minor quam qe , cft impollibilis , fin aa major quam 
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4? , duas pratbct Afymtotas parabolicas ad eundem Axem re- Cap. 
latas , fpeciei uu = At ; lin a a = 4 e , hx duai Parabol® 
in unam coeunt, quibus Genera cxxxix. cxl. & cxti. 
condi tuuntur. 

At, fi e=zo, ut habeatur ha:c squatio 

y' + ayyx + cyy + dyx + fy-\-gx + h — o , 

fi non fi t a = o ,• eri r y* -J- ayyx + cyy + dyx + gx= o , ergo 
& yy + ax = o , & y = conila uti , erit ayy + dy + g = o, 
unde y vel duos habet valores diierfos , vel aquales , vel 
nullum realem. Cafu primo Curva , pratter unam Afymtotam 

parabolicam, habebit duas Afymtotas parallelas fpecici « = — ; 

fecundo unam fpeciei uu = --\ tertio nullam : unde iterum 
tria Genera conftituuntur nempe cxlil cxliii. & cxliv. 

270. Sit nunc etiam a = o , ut fit 

y 4 + cyy + dyx +fy + gx + h = o. 

Hic , fi non fit d = o , Curva habebit Afymtotam parabo- 
licam fpeciei «'= A t , & unam reclam aequatione dy -(-g= o , 
contentam , fpeciei u = — . Denique fi & d = o , Curva 

unam habebit Afymtotam parabolicam fpeciei u' = At: 
ficque omnino Linearum quarti ordinis conilituta funt Genera 
centum quadraginta-fex ; quae autem lingula plerumque plures 
Species notabiliter differentes fub fe complectuntur. 

271. Ex his jam clare perfpicitur quantopere Generum nu- 
merus in Lineis quinti , altiorifve ordinis , multiplicetur , ut 
recenfio , qualem pro ordine tertio fecimus , inllitui prorfus 
nequeat , nifi quis integrum volumen huic operi dcllinare 
velit. Quod autem ad primarias proprietates Linearum quarti 
altiorifve ordinis attinet , ex ex a:quatione generali fimili 
modo derivabuntur , quo fupra in Lineis tertii ordinis fumua 
ufi , neque idcirco earum explicationi immorabimur. 
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CAPUT XII. 

De invefiigadone figura Linearum Curvarum. 

2.71. u.r. in his Capitibus funt expofita , inferviunt figu- 
ra: Linearum curvarum in infinitum extenfarum cognofcendx. 
Cujufmodi vero figuram habeat quapiam Linea curva in 
fpatio finita , fxpe numero difficillimum e(i ex aquatione cog- 
nofcere. Oportet enim ad hoc pro quavis Abfcida finita valores 
Applicat* refpondentes fingulos ex xquatione eruere , atque 
reales ab imaginariis difeernere : quod negotium , fi *qnatio 
fir altioris gradus , plerumque vires Analyleos cognir* luperat. 
Quod fi enim Abfeiil* valor quinque cognitus tribuatur , Ap- 
plicata in squatione incognit* vicem fulliuebit. Hincque a 
numero dimenfionum , quem Applicata obtinet , pendebit aequa- 
tionis relolutio. Negotium autem hoc per reductionem xq na- 
tionis ad formam fimpliciorem , dum & Axis commodifiimus , 
& inclinatio Coordinatarum aptiflima allumitur , valde iub- 
levari poteft : tum etiam quia perinde eft , utra Coordina- 
tjtrum pro AbfcilTa accipiatur , labor maxime diminuetur , fi 
ea Coordinatarum , cujus pauciflimx dimenfiones in xquationc 
occurrunt , pro Applicata adamatur. 

173. Sic , fi figuras Linearum tertii ordinis , qu* ad Spe- 
ciem primam pertinent , invefiigare velimus , a dumemus xqua- 
tionem pro hac Specie fimplicidimam , 2.58. exhibitam, & 

ex Coordinatis t Se u priorem t pro Applicata, alteram vero 
u pro Abfcida , quia t duas tantum dimenfiones habet. Hu- 
jufmodi ergo aquationis formam habebimus , 

? h xx-\-c x-\- J nn x' 

J J x 

qux refoluta dat 
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^(bh-^-dx-^txx^rax' uni*) 


x S r 


exiflente neque b neque n = o. 

274. Qui ergo valores ipfius x Functioni bb + dx + cxx + 
ax' — nnx' valorem affirmativum induunt , iis duplex Appli- 
cata refpondet ; quibus cafibus vero hic Functio evanefcit , iif- 
dem unica Applicata y AbfcifT® x convenit , feu bina; Ap- 
plicat® inter fe fiunt aequales. At , fi Fundtio illa valorem 
negativum obtinet , tum AbfcifT® nulla prorfus Applicata ref- 
pondet. Sed valores iftius Functionis, fi fuerint affirmativi, 
in negativos abire nequeunt, nifi prius fadi fint squales , feu 
Fun&io evanuerit. Cafus igitur potiflimum erunt confiderandi, 
quibus Fundfio Ib -f- dx + cx x-\- ax’ — nnx' fit = o ; quod 
quidem certo duobus evenit cafibus : quoniam , fi x certum 
limitem five affirmative five negative tranfgrediatur , ejus valor 
fit negativus. Hinc tota Curva determinato AbfcifT® fpatio 
refpondebir, ultra quod omnes Applicat® fiant imaginaris. 

275. Ponamus exprefiionem bb -f- dx + cxx -j~ ax' — nnx* 
duos tantum habere Fa&ores reales , feu duobus tantum cafi- 
bus evanefeere poffie ; quod eveniat , fi Abfcifia determinetur 
in pundlis P & S , ubi unica tantum Applicata reperiatur. Per 
totum ergo fpatium PS Applicat® erunt gemin® & reales, 
extra fpatium vero P S omnes Applicat® erunt imaginari® : 
ideoque tota Curva intra Applicatas Kh 81 N n jacebit. Ap- 
plicata vero in iuitio Abfciilarum A erit Afymtota Curv® , 
qu® prsterca Curvam in pundto quopiam fecabit ; fi enim po- 
natur x= o , fiet V ( bb -f- dx -f- cxx + ax' — nnx ' ) = b -j- 

24 unde erit v = , Hoc c-ft , erit vel y==eo , 

2 b J x 

vel y = ~ . Curva ergo hoc cafu ejufmodi habet formam 

qualem Figura 50. rcpr®fentat. 

2 76. Ponamus exprefiionem bb -f- dx cxx + ax' — nnx ' 
quatuor habere Fafiores fimplices reales inxquales ; ideoque 
quatuor cafibus evanefeere. In totidem ergo locis P r Q, R 


C a r. 
X 1 1. 


T A B. 
XIII. 
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XIII. 
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r.TB. II. £c S Applicat» Curvam in unico punflo ftringent. Qum Igitur 
Applicat» per Axis fpatium XP fuilTent imaginari» , nunc per 
fpatium P Q erunt reales : tum vero per fpatium Q R erunt 
iterum imaginari», ac per RS rurfus rcaies. Extra S vero 
verfus Y dcnuo fient imaginari». Hinc Curva conflabit dua- 
bus partibus a fe invicem Jeparatis , quarum altera intra reclas 
K k &. Ll, altera intra rectas M m & Nn continetur. Cum 
vero in Abfciflarum initio A Applicat» fmt reales , necefle tfl 
ut id vel in Axis intervallo P Q vel RS fit fitum.Hoc ergo 
Tab. cafu Curva figuram habebit , qualem Figura 51. oflendit , fci- 
X 1 V. licet conflabit Ovali a reliqua Curva ad Afymtotam DE re- 
lata , diflante , qus vocatur Ovalis conjugata. 

177. Si du» radices fiant inter fe squales , vel pundla P 
Q , vel Q & R , ve! R & S , convenient. Verum , fi 
- piius eveniat , quia A intra P & Q jacet, urraque radix de- 
beret efie x ; quod quia b deefTe nequit , fieri non poteil. Sin 
autem punfla R & i’ conveniant. Ovalis conjugata fiet infi- 
nite parva, & abibit in Punctum conjugatum. 
At, fi pundla QikR conveniant, Ovalis cum reliqua Curva 
Tab. ita conjungetur ut prodeat Curva nodata Figura 51. 
Quod fi vero tres radices congruant, feu pundla Q , R 8 : S 
conveniant, tum nodus in cuspidem acuti Ii imam evanefeer, 
Tab. qualem Figura 53. reprsfentat. Sic igitur quinque diverf» va- 
XIX. rierates in fpecie prima locum habent, ex quibus Newtonus 
totidem conflituit Species. 

278. Simili modo fubdivifiones reliquarum Specierum a 
Newtono funt f;fl» , quoniam omnes aquationes ita funt 
comparat» , ut altera Coordinata plurcs duabus non habeat 
divifiones. Quando vero altera Coordinata unicam habet 
dimenfionefn , forma Curv® facillime cognofcetur. Aquatio 
enim erit hujufmodi jr=P, exiflente P Fundione quapiam 
rationali AbfcifT» x ; quinque ergo ipfi x valor tribuatur , Ap- 
plicata quoque femper unum obtinet valorem ; ideoque Curva 
continuo tractu Axem urrinque in infinitum comitabitur. Si 
Fundio P lit frafla , fieri potcfl, ut Applicata in uno pluri— 

bufve 


i 
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bufve locis fiat infinita , ideoque Curva: Afymtotam exhibeat , c * ?xtl 
quod evenit ubi denominator Functionis P evanefeit. 


P . , 

179. Ponatur ergo y = -q , atque illas Applicatas infini- 


tas oftendent omnes radices rcales xquationis Q = o : quas- 
libet enim radix hujus aquationis , puta x=f, declarat, fi 
fumatur Ablcilla x === f , fore Applicatam y infinitam , quia fit 
Q = o. Tum vero paret , fi fuerint Applicatas y affirmati- 
va: , dum eflet x major quam f, cafdem , fado x minore quam 
f , futuras effe negativas ; ideoque Applicata erit Afymtota 


fpeciei u = — : hocque de omnibus Fadoribus inasqualibus 


eft tenendum. Sin autem denominator Q duos habuerit Fac- 
tores squales , puta (at — f)' , tum fi Applicata: lint affir- 
mativae fu nuo/ majore quam x , manebunt affirmative fi po- 
natur a: minor eritque Applicata y, fado x =f , Afym- 
tota fpeciei uu=~-. At , fi denominator Q tres habuerit 

Fadores «Squales , nempe {x — /)' , tum Applicata: ante & 
pofl illam qua: fit infinita , diverfa habebunt ligna , uti cafu 
primo. • 

aSo. Pofl has xqttationes facillime tradantur , quae in hac 

forma continentur y y == * ‘ > q~ ~~ > exiftentibus P, Q , & 

R Fundionibus quibufeunque integris Abfcifls x. Cuique 
igitur Abfcifi® x vel gemina:' convenient Applicata: vel nulla ; 
dux fcilicet prodeunt Applicata: , fi fuerit P P major quam Q R, 
& nulla , fi P P minor quam QR : in quolibet ergo limite, 
qui Applicatas rcales ab imaginarii? feu nullis dirimit , erit 

P P = QR { ideoque fit y=~-, feu hxc Applicata Cur- 
vam in unico pundo ftringet vel tanget. Ad Curvx ergo 
formam cognofcendam confideretur squatio P P — QR = o, 
cujus fingulx radices reales dabunt loca , ubi Applicatas Cur- 
vam in unico pundo ftringnnt. Notentur hxc puuda in Axe , 
Euleri Introduci, in Anal. inftn, Tcm. II. V 


i • 
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Lib. II. atque, fi omnes radices fuerint insquales , Asis partes inter 
’ hsc pundta contentas alternatim habebunt Applicatas geminas 
reales , & imaginarias , ficque Curva tot conlkabit partibus a 
fe invicem fejunctis , quot hujufmodi alternationes adeffe de- 
prehenduntur , unde Ovales conjugata: originem ducunt. 

x8i. Si xquationis E P — (JK = o , dus radices fiant 
squales , tum illorum in Axe notatorum pundtorum duo conve- 
nient, hineque in Axe portio vel imaginarias habens Appli- 
catas vel reales evanefeet. Priori cafu Curva prodibit nodata. 
T * t uri in Figura 51; pofieriori Ovalis conjugata in punftum con— 
XIV. jugatum evanefeet. Quod fi autem illa squatio tres habuerit 
radices squales , Nodus fiet infinite parvus atque in Cufpidem 
T a b. abibit, ut in Figura 53 ; fi quatuor affuerint radices aquationis 
XIV. squales , vel dus Ovales fieparatx concrefcent in pundtum , 
vel in ipfa Cufpide dabitur Nodus, feu dux Cufpides ad ver- 
ticem oppofitx. Sin quinque radices squales 'affuerint , nova: 
fere fornis non proveniunt ; Cufpis enim oritur in qua non 
una, ut ante, fed dus Ovales in pundhtm coalefcunt ; neque 
etiam major radicum squalium multitudo novum diferimen in 
figuris relultautibus producit. 

181. Dfcodus feu interfetffio duorum Curvs ramorum vocarr 
etiam folet Punctum duples, propterea quod Linea 
redia Curvam in eo puncto fecans ; eam in duobus pundfis fe- 
care cenfenda eft. Atque , fi per Nodum alius Curvs ramus 
franfiret , tugj in hac interfectione nafcetur pundtum Curvs tri- 
plex ; pundtum vero quadruplex orietur , fi duo puncta duplicia 
conveniunt , ex quo genefis & natura putidorum quorumvis 
multiplicium perfpicitur. Erit ergo etiam Ovalis evanefeens , 
lcu pundtum conjugatum ,’pundum duplex , pariter ac Culpis , 
qus oritur a puncto conjugato cum reliqua Curva connexo. 

183. Si aequatio , qua Applicata y per Abfciffiim x expri- 
mitur , fit cubica vel ahioris gradus , ita ut y squetur Fundtioni 
multiformi ipfius x ; tum unicuique Abfciflx convenient vel 
tot Applicats , quot y iu xquarione habet dimenfienes , vel 
earum numerus minuetur binario vel quaternario , vel fenario 


Digitized by Google 


LINE AKU M CURVARU M. 155 

&c. Perpetuo ergo binae applicatae fimul imaginariae ede in- C a t. 
cipiunt , atque prius quam imaginaria: evadunt , inter fe fiunt * 1 
aequales. Hinc ex tranfitione ab imaginariis ad rcales plures 
nafcuntur varietates , quae autem cum his , quas modo explica- 
vimus ; vel conveniunt vel ex iis ipfis funt compofitae. Quod 
ft autem pro plurimis Abfciilis tam affirmativis quam negati- 
.vis quaerantur omnes Applicat® valores , tum per h®c punfta 
inventa Curva facile delineabitur , ejurque figura cognofcetur. 

284. Illuftremus haec exemplo , quod , quamvis orrum fit 
ex aequatione altioris gradus , tamen Applicata y per folas 
radices quadratas exprimatur. Sit nimirum 

1 y = + V( 6 * — x*)+V( 6 * + **)iV( 36 — **) 

ex qua iquatione cuivis Abfciff® ofluplex Applicata refpon- 
det. Perfpicuum autem efl , fi Abfcifia x (laniatur negativa , 
tum Applicatam fore imaginariam ; quod idem evenit fi Abf- 
cilfa x fumatur major quam 6 : ex quo tota Curva intra limites 
x=o , & x = 6 continebitur. Ponantur eriro pro x fuccel- 


five valore 

s , 0 , 

I » 

3 * 4-5 

, 6 , eritque 

fi 

r= 0 

X = I 

X = 2 

x = 2|x = 4- 

\'( 6 x — xx) 

0,000 

2,135 

2,828 

3,000 

1,818 

V'(6.v + xx) 

0,000 

1,64«; 

4,000 

5 » 1 96 

6,324 

V(;,6 — •jrarj 

6,ooc 

5.916 

5,656 

5 . i 9 6 

4,470 

fiumtna 

6,000 

10,796 

12,484 

> 3.391 

13,621 

hinc y li 




# 


+ + + 

3,000 

5 * 39 « 

6,241 

6,696 

6,81 1 

1 — b 

3,000 

3 ,' 6 j 

3 > 4'4 

3,696 

3 > 9**3 

+ — + 

3,000 

1 . 75 J 

2,241 

1,500 

0,487 

+ + — 

-3,000 

- 0 , 5 ^ 

0,586 

1,500 

1,341 


Reliqux quatuor fignorum permutationes ab his tantum ratione x a *. 
lignorum differunt. Hinc cuilibet Abfciffse o&uplex Applicata XIV. 
relpondet , qux fi in figura exhibeautur , prodibit Linea curva 5 ** 

V a. 
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Lib. II. duplici plexu AFBEcagbcDA , & afbECAGBCDa 
' conflans , duas habens Culpides in A & a , & punda duplicia 

feu ramorum iuterfediones quatuor in D , E , C & c. 


CAPUT XIII. 

De Ajfeclionibus Linearum Curvarum. 

185 . Quemadmodum fupra ramorum. in infinitum exren- 
forum indolem ita defcripfimus , ut Lineam redam , vel Curvam, 
limpliciorem , a dignaverimus , quae cum illa Curva in infinito 
confunderetur ; ita in hoc Capite couflituimus quamvis Curva: 
portionem in fpario finito exiflentem examini fubjicere , at- 
que redam vel Curvam Cmpliciorem inveftigare , qua: cum 
illa Curva: portione (altem per minimum fpatium congruar. 
Ac primo quidem patet omnem Lineam redam , qua: Cur- 
vam tangit , in eo loco ubi tangit , cum tradu Lines 
curva: congruere , feu cum Linea curva duo ad minimum 
punda communia habere. Tum vero etiam alii Lines curvs 
exhiberi poliunt , quae cum data Curva: portione accuratius 
congruant , eamque quafi ofculentur. His autem cognitis , 
flatus Lines curva: in quovis loco , ejufque afFediones clariffime 
erunt perfpedi. 

TA 3 .XV. i8i 5. Sit igitur propofita xquatio quscunque inter Coor- 

l 55- d-natas x & y pro Curva quapiam. Tribuatur Abfcifli x 
valor quifpiam AP=p , & qusrantur valores Applicat® y 
huic Abfcillx refpondcntes , qui fi plures fuerint , fumatur pro 
lubitu unus P M = q , eritque AI pundum in Curva, feu 
pundum Der quod Curva tranfibit. Tum vero , fi in aquatione 
inter x & y propofita , loco x feribatur p , & q loco y , om- 
nes iquarionis termini fc mutuo tollent , ita ut nihil rema- 
neat. Jam , ad naturam illius Curva: portionis , qui per 
pundum M tranfir , indagandam , ex M ducatur reda AI q 
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Axi AP parallela, qu® nunc pro Axe accipiatur, & vocetur C 
hic nova Abfcifia M q = t , Applicata qm=u. Quia igi- x 
tur pun&um m pariter in Curva efi pofitum , fi m q ufque ad 
priorem Axem in p producatur , atque Ap = p + t in locum 
ipfius x , & p m = q + u in locum ipfius y fubfiituatur , iqua- 
tio pariter identica prodire debet. 

287. Fa£la autem hac fubftitutione in aquatione inter x & 
y propoli ta , omnes termini, in quibus neque rnec u ineft, 
fc mutuo fponte dellruent , illique terifiini , qui novas Coor- 
dinatas t & u continent , foli fupererunt. Hinc ergo ejufmodi 
prodibit aquatio 

o=r At Bu- 1 - Ct' -f- Dtu -J- Euu -f- Gt u -f- Htuu -f- Stc . ; 

ubi A,B,C , D , &c. funt quantitates conflantes ex conf- 
tantibus prima aquationis & ipfis p & q , quas nunc pro conf- 
tautibus habemus , compofita. Ifla igitur nova aquatione 
natura ejufdem Curva exprimitur , verum ad Axem M q re- 
fertur , & in quo ipfum Curva pun&um M pro initio Abf- 
ciflarum afluuntur. 

288. Ac primo quidem patet , fi ponatur M q = t — o , 
tum quoque fore q m =. u = o , quia punctum m in M in- 
cidit. Deinde , quia tantum minimam Curva porriouem cir- 
ca M verfantem indagare volumus , hoc impetrabimus , fi 
pro t valores quam minimos aflumamus, quo cafu quoque 
q m = u valorem habebit mJbimum ; naturam enim Arcus 
Mm quali evanefeentis tantum defiderantus. Quod fi vero 
pro t & u fumantur valores quam minimi , termini tt , tu, 

& u u multo adhuc erunt minores , atque fequentes t' ,tu, 
tuu , ~u' , &c. , multo quoque erunt minores quam illi, & ita 
porro : quam ob caufam , cum termini minimi prx aliis quali 
infinite majoribus omitti queant, remanebit illa xquatio 0 = 
At Bu, qu® eft xquatio pro Linea refta M p per punc- • 
tum M tranfeunte , atque indicat hanc reftam , fi pundluirv 
m ad M proxime accedat , cum Curva congruere. 
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II. 189. Erit ergo hac reda M fx Tangens Curva in loco 
M , ideoque hinc ad quodvis pundum Curva M Tangens 
ix M T duci poreft. Silicer , cum ex aquatione At -\-Bu =0, 

o<-r==s=S;- efl ' f " ; — mp-.tt 

: B. Ergo , cum fit P M== q , fiet P T = : vocari 

autem hac Axis portio P T folet Subtakco s, Ex his 
ergo hac deducitur. 

Recula. 

Pro invenienda Subtangente. 

In aquatione pro Curva , poftquam Abfcifla x = p inventa 
fuerit fatisfacere Applicata y=q, ponatur x = p + t , & 
y= q « ; ex terminis autem , qui per fubftitutionem oriun- 
tur , ii tantum retineantur , in quibus r & u unicam dimen- 
lionem tenent , reliquis omnibus negledis. Sicque ad duos tan- 
tum terminos At -J- Bu = o pervenietur : unde, coguitis A 

& B , erit Subtangens P T = 

Exemplum I. 

Sit propofita Curva Parabola , cujus natura hac exprimitur 
eeqnatione yy=a ax , exijlentt A P Axe principali & A Vertice. 

Sumatur AP=e=p; &, fi vocetur P Af = q , erit qq = 
vi p , feti q = '] i a p. Jam ponatur x =/> + r &y = q + u, 
erirqu e. qq-\- x.qu -\-uu-=iap-^- xat\ uude , per regulam , hi 
tantum termini xqu=xat retineantur , qui dant at — qu=o, 

° = -- — —~jf , erit ergo Subtangens P T= = ip , 

ob qq = x.ap. Hinc Subtangens PT erit dupla A bfeifiae 
AP. 
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Exemplum II. 


C A P. 
X11L 


Sit Curva Ellipfis Centro A defcripta , cujus aquatio efl yy= 
— (aa — xx ) , feu aayy + bbxx=aabb. 

Sumta ergo AP=p , & , pofita PM—q, erit aaqq-\~ 
bb p p = aabb. Jam ponatur x = p -f- t & y = q -j- u ; & ; 
quoniam ii tantum termini retineri debent , in quibus t & u 
unicam habent dimcnfionem , reliqui ftatim omitti poliunt ; fiet— 

que xaaqu + ibbpt = o , unde ~ = ~~~ P q = ^ • Eri* 

ergo Subtangens PT= q = ~ = . aci jciJ L ; 

quse expreflio , cum fitoegativa, indicat pun&um T in partem 
contrariam cadere. Ceterum haec expreflio egregie convenit 
cum determinatione Tangentium Ellipfls fupra tradita. 

Exemplum III. 


Sitpropofita Linea tertii ordinis Speciei Jeptimct yyx = axx -+■ 
bx -+■ c. 


Sumta ergo AP=zp , & pofita PM=q, erit pqq — 
app-^-bp-^- c. Jam flatuatur x=p-\-t & y = q-\-u, eritque 
(p + 0 (qq + iqu + uu)=a(pp + xpt + tt) + 6(p + r) +c. 
Rcjedis omnibus terminis fuperfluis, erit %pqu + qqt = rapt + 

bt , unde fit -y = 1 — — = — » ideoque Subtan- 

gens _ HS.t. ^l£LP±lll±l£, 


fr ==l* i 


i ap' -f- lbpp 4* 


app- 


vel 


lap-\-b gq 

p y 1 PP 7 ? 

* PP « 


» j p -)- b — gg 


190. Cognita ergo hoc modo Tangent^ Curvae , fimul co- - 
gnofcitur diredio , quam Curva fequitur in pundo M. Linea 
enim Curva aptiflime confiderari poteft tamquam via , quam 
tlefcribit pundum continuo promotum cum variata continuo 
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Itu. II. motus diredione. Ideoque pundum , quod Curvam M /jc. 

' ' — motu fuo defcribit in M promov ebitur fecundum diredionem 

Tangentis M p . ; quam diredionem fi confervaret , deferiberet 
redam Mfx : a t e veftigio diredionem motus i adedit , fi qui* 
dem Lineam curvam defcribit : unde ad tradum Linea; curva: 
cognofcendum in fingulis pundis pofitionem Tangentis defi- 
nire oportet , id quod facile fit methodo hic tradita , neque 
enim ulla offenditur difficultas v dummodo «xquatio pro Curva 
propoli ta fuerit rationalis atque a fradionibus libera. Ad ta- 
lem autem formam xquationes omnes femper reduci poJTiint. 
Sin autem tcquatio fuerit vel irrationalis vel fradionibus im- 
plicata , neque eam ad formam rationalem & integram redtn 
ccre vacaverit , tum eadem qui Jem methodus , at cum mode- 
ra rior.e quadam , adhiberi poteft , qusr ipfa moderatio Calcu- 
lunt dijferentialem produxit ; quam ob rem methodum inve- 
niendi Tangentes , fi atquatio pro Curva propofita non fuerit 
rationalis & integra , in calculum difierentialem refervabimus. 

• 291. Hiuc ergo innorefeit inclinatio Tangentis M /.i ad 

Axem AP, feu ejus parallelam Mq. Cum enim fit q f* : 
M f = — A : B , fi Coordinat.v fuerint orthbgonales ldeo- 

que angulus M q /x. redus , erit ~ ^ Tangetis anguli qM/x; 

fin autem Coordinatae fuerint obliquangul* tum ex angulo 
Mqv- dato & ratione laterum Mq ,q n per Trigonometriam 
reperietur angulus q Mjx. Patet autem , fi in aequatione re- 
filirante At -f- Bu = o , fuerit A = o , tum angulum q M y. 
evanefeere , ideoque Tangentem M fx fore Axi AP paralle- 
lam. Sin autem fuerit B=o; tum Tangens M jx Applicatis 
PM erit parallela , feu ipfa Applicata P M Curvam in pundo 
M tanget. 

292. Inventa Tangente MT , fi ad eam in pundo contadus 
M ducatur normalis M N, erit hxc ad ipfam Curvam fimul 
normalis ; cujus propterea pofitio quovis cafu facile reperitur. 
Commodiflime autem exprimitur, fi Coordinatae A P & PM 
fuerint orthogonalcs , tum enim erunt triangula Mq^ZcMPN 

fi.milia ; 
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fimilia , ideoque M q : q /jl = MP : P N , feu — B : A = 
q : PN; unde fit P N = Vocari aurem hxc Axis 

portio PN, inter Applicatam & Normalem MN intercepta, 
folet Subnormams. Hxc igitur Subnormalis , fi Coor- 
dinatx fuerint orthogonales , ex inventa Subtangente P T 
facillime definitur ; erit enim PT : PJ\ 1 =PM : PN, feu 

D */* 

P N = Prxterea vero, fi anmslus APM fuerit rec- 
tus, erit ipfa tangens MT=i V (PT' + P M') & ipfa nor- 
malis MN= V ( PM‘ + PN‘ ) ; feu , cum fit P T: TM=s 

P M: MN, erit MN = V ( P T‘ + 

P M' ). 

193. Quoniam vidimus, fi in xquatione A t -\- B t/ = o , 
fuerit vel A =0 vel B = 0, tum Tangentem fore vel 
Axi vel Applicatis parallelam ; fupereft cafus , quo uterque 
coefiiciens A & B fimul fit = o , confiderandus. Hoc ergo 
cum evenit , in xquatione fupra ( $j. 186. ) inventa , fequentcs 
termini , in quibus r & u duas obtinent dimenfioncs , non am- 
plius prx his A t + B u , ( qui ipfi evanefcunt , ) negligi pote- 
runt. Hanc ob rem confidcranda veniet hxc aquatio o = 
C 1 1 -j- Dtu -f-fs uu , negleftis fequentibus terminis; quippe 
qui prc his , fi t & u fhituantur infinite parva , evanefcunt. 
Ex hac igitur aquatione , uti ex generali, manifeftum eft , fi 
ponatur t = o, fore & u = o , ideoque M elfe puntftum in 
Curva , quod quidem Hypothefi eft confentaneum. 

Cum igitur hxc xquatio o = Ctt -j- Dtu -f- Eu u 
flatum Curyx prope pundhim M declaret ; manifeftum eft , fi 
fuerit DD minor quam qCE, tum xquationem fore imagina- 
riam , nifi fint t & u = o. Hoc igitur cafu pun&um M qui- 
dem ad Curvam pertinebit , verum erit fejun<Shim a reliqua 
Curva ; eritquc ideo Ovalis conjugata in punftum evanefcens , 
cujufmodi cafum in Capite prxcedente notavimus. Hic igi- 
tur ne idea quidem Tangentis locum habet ; quia , fi Tan» 

Euleri Introduci, in Anal. infin. Tom. II. X 



C a r. 
XIII- 


' .. Digitiz-ed by Google 


1 6x DE AFFECTIONIBUS 

Lib. II. gens eft refla duo punfla proxima cum Curva habens com- 
munia , punflum a refla tangi hoc modo non poreft. Hoc 
itaque pacto punflum conjugatum , fi quod datur in Curva 
quapiam , agnofcetur atque a reliquis Curva: punflis difcer- 
netur. 

T. a v b - 295. Quod fi autem fuerit DD major quam 4 CE r 

p-g, ^ jeqnatio o = C tt + D tu + E u u refolubilis erit in duas 
aquationes hujus forrnte a. t + C u = o , quarum utraque in 
Curva: naturam sque competit. Cum igitur utraque politio- 
nem Tangentis feu direflionem Curva: in punflo M exhi- 
beat , necefle eft ut duo Cuna: rami fe in punflo M decuf- 
fent , ibique punflum duplex conftituant. Sumta fcilicet 
Mt] = t, lint q /a St q 1 ambo valores ipfius u , quos illa 
aequatio prxbet , atque refla: M 'a & Mi erunt ambae Tan- 
gentes Curva: in punflo M. In M ergo erit interlcflio duo- 
rum Curvae ramorum , quorum alter fecundum M ia , St al- 
ter fecundum Mi dirigitur. Cum igitur punflum conjugatum, 
pariter pro punflo duplici fit habendum , hxc aequatio Ctt -f— 
Dt u -f- E u uz= o , femper punflum duplex indicabit , quem- 
admodum aequatio At -\-Bu = o, quoties locum habet, punc- 
tum Curv® tantum fimplex declarat. 

2.96. Sin autem fuerit DD = 4C E , tum ambae ifts- 
Tangentes M /a St Mi coincident , & angulus /a Mv eva- 
nefcet ; ex quo intelligitur duos Curvae ramos in M non lo- 
lum concurrere , fed etiam eandem direflionem habere, ideoque 
fe invicem tangere ; quo cafu punflum M nihilominus erit 
duplex , quia refla per hoc punflum dufta Curvam hoc loco 
in duobus punflis fecare eft cenfenda. Quando ergo in aequa- 
tione , quam $ 2,8 6 . obtinuimus, ambo coefficientes primi 
A St B evanefcunt, tum concludenda eft Curva in M punc- 
tum duplex habere , cujus tres dantur Species diverfte ; vel 
Ovalis in punflum evanefcens feu punflum conjugatum , vel 
duorum Curvae ramorum interfeftio mutua feu nodus , vel duo- 
rum Curvae ramorum contaflus , quas diverfas punfli duplicis 
Species triplex aequationis 0 = Ctt + Diu -(- Euu couf- 
titutio deficit. 
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297. Si prxter coefficientes A &cB , etiam hi tres C, D , 
& E omnes evanefcant , tum fequentes fumi debebunt ter- 
mini , in quibus t & u tres obtinent dimenfioncs , eritque Ft' + 
Gttu-\- Htuu -f- Iu‘ = o. Qua; aequatio fi unicum habeat 
Fadorem limplicem rea!em , hic offendet unum Curvae ramum 
per pundum Af tranfeuntem ejufque fimul directionem feu 
Tangentem ; bini vero reliqui Fadores imaginarii in ipfo punc- 
to M Ovalem evanefcentem , arguent. Sin autem omnes 
radices illius aequationis fuerint reales , hinc cognofcetur tres 
Curvae ramos fe in eodem putido M vel decuilare vel tan- 
gere , prout illae radices fuerint vel inaequales vel aequales. 
Quicquid horum evenerit , Curva in M femper habebit punc- 
tum triplex , atque reda per M duda Curvam fimul in tri- 
bus pundis fecare putanda efl. 

298. Quod fi prster omnes cocfTicientcs prscedentes etiam 
hi quaruor F, G , H, & /evanefcant; tum ad naturam punc- 
ti Curvae M cognofcendam , contemplari oportebit terminos 
aequationis fequentes , in quibus t Se u quaruor habeant di- 
menliones : unde pundum M quadruplex erit judicandum. 
In eo enim vel duae Ovales conjugatae coalefcunt ; quod eve- 
nit fi aquationis quarti gradus otnnes radices fuerint imagi- 
naria. Vel in M interfodio feu contadus duorum Cur- 
vae ramorum cum pundo conjugato ; quod evenit fi da a- ra- 
dices fuerint reales , dus reliquae vero imaginariae. At in 
AI denique erit interfedio quatuor Curva; ramorum , fi om- 
nes radices aequationis fuerint reales ; interfedio autem vel duo- 
rum vel trium vel omnium quatuor abibit in contadum , fi 
dus tres ve! omnes quatuor radices fiant xquales. Simili 
autem modo in judicio erit progrediendum , fi etiam his ter- 
minis , ubi t & u -quatuor obtinent dimenfioncs , evanefeen- 
tibus , procedendum erit ad terminos quinque ulteriorumvc 
dimenfionum. 

299. His perpenfis, facile erit aequationem generalem pro 
omnibus Curvis invenire , qux non folum per pundum AI 
tranfeant, fed etiam in M habeant pundum vel fimplex vel 

X 2 
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Lib. II. duplex , vel triplex ve! totuplex , prout quis voluerit. Fofi— 

' tis enim A P = p , P M = q , ac denotantibus P , Q , R 

S , &c. Fundiones quafcunque Coordinatarum x &y , manifef- 
tum eft hanc squationem P ( x — p ) + ( y — q ) = o , 

exprimere Curvam per pundum M tranfeuntem ; fi enim po- 
natur x = A P = p , fiet y = P M = q ; dummodo neque 
P per y — q, nec Q per x — p fuerit divifibile , vel dum- 
modo ni Fadores x — p &y — q, a quibus tranfitus Curva: 
per pundum M pendet , ex aquatione per divifiontm non 
eliminentur. Perfpicuum autem eft omnes Curvas , qu® qui- 
dem per pundum M tranfeant , in ifla iquatione P (x — p) -f- 
Q (y — q ) = o , contineri ; erit vero M pundum fimplex , 
fi hic iquatio non fuerit ejus forma: , qualem pro pundis 
multiplicibus mox exhibebimus. 

300. Si M debeat efTepundum duplex , iquatio pro Curva 
in hac forma generali continebitur P (x — p)‘ -\~ Q ( x — p ) 
(y — q) + — q)' =0, dummodo hic forma per 

divifionem non pereat. Perfpicitur hinc in Lineas fecundi or- 
dinis pundum duplex cadere non poffe , quo enim illa iqua- 
tio fecundi tantum lit , necefTe eft ur P , () , & R fint quan- 
titates conflantes ; tum autem iquatio non erit pro Linea 
curva, fed pro duabus redis. Sin autem P , Q, R fint Func- 
tiones primi ordinis , ut ct x -j - £y + y > tum Line® habebun- 
tur tertii ordinis in AI pundum duplex habentes. At vero 
Linea tertii ordinis , nifi ex tribus redis conflet , plus uno 
pundo duplici habere nequit. Ponamus enim dari duo punda 
duplicia , atque per ea Lineam redam duci ; hic Linea reda 
Curvam in quatuor pundis fecarer , quod naturi Linearum 
tertii ordinis adverfatur. Linea quarti ordinis duo tantum 
habebit punda duplicia ; Linea quinti ordinis plura tribus 
habere non poterit , & ita porro. 

30 r. Sit AI pundum Curvi triplex , atque natura Line® 
curvi hac exprimetur iquatione P ( x — p)' + Q(x — p)‘ 

(y — q) + ^ (y — q)' + £(y — q)' = °. Hic 
iquatio igitur li Lineam curvam definiat , tertium ordinem 
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fuperafcit ; namque fi P, Q , R , &i S e fient conflantes, quod 
Linearum tertii ordinis natura exigit , tum aequatio tres ha- 
beret Fadorcs formae et(x — />)+£ (y — q), ideoque fo- 
ret pro tribus redis. In Curvas ergo quarto ordine fimplicio- 
res pundum triplex non cadit ; ne*que Lines: quinti ordinis 
plus uno puncto triplici habere pofiimt, alioquin enim daretur 
reda Lineam quinti ordinis in fex pundis fecans. Nihil autem 
impedit quo minus Linea fexti ordinis duo habeat punda 
triplicia. 

301. Si aequatio in hac forma contineatur: P(x — />)* + 
Q(x — p)' (y — q) + R(x — p)‘(y — qY + $ (* — p) 
(y — q) -H T(y — q)' = o , tum Curva in M habebit 
pundum quadruplex. Linea ergo curva fimpliciflima , quae 
pundo quadruplici gaudeat , ad Linearum ordinem quintum 
pertinebit. Duo vero punda quadruplicia non cadunt nifi in 
Lineas aut odavi aut altioris gradus. Simili modo aquationes 
generales exhiberi pofiimt pro Lineis , quae in M habeant 
pundum quintuplex, vel pro lubitu multiplex. 

303. Quod , fi autem M fuerit vel pundum duplex vel 
triplex vel utcunque multiplex , tum vel totidem Cnrvae rami 
fe mutuo in pundo M fecabunt five tangent ; vel , fi nume- 
rus ramorum fe interlecantium fit minor , tum unum plurave 
punda conjugata in eodem pundo M concrefcent : qui Curva: 
llatus cognofcetur ex iis , quae ante funt tradita. Scilicet , in 
Fundionibus P , Q , R, S , &c. , ubique loco x & y lcribi 
debent p & q , & t & u loco Fadorum x — p & y — q i 
tum enim prodibunt ejufmodi aequationes, ex quibus confti- 
tutio Curvae & ramorum fe in AI interfecantium Tangentes 
definiri poterunt. 


C a r. 
XIII. 


Digitized by Google 


-«• * 


DE CURVATURA 


CAPUT XIV. 

De curvatura Linearum curvarum. 

3° 4- Q» e m a d m o d u m in fuperiori Capita lineas reflas 
indagavimus , qua: in quovis puncto Linei curva? ipfius di- 
reflionem indicabant , ita hic Lineas curvas fimpliciores 
invelligabimus , qua: in quovis loco cum Curva propofita 
tam exacle congruant , ut fiaitem per minimum fpatium quali 
confundantur. Sic enim cognita indole Curva: fimplicioris , 
fimul Curva: propofita: natura inde colligetur. Simili methodo 
fcilicet hic uremur , qua fupra ad naturam ramorum in infini- 
tum extenforum fcrutandam fumus ufi ; primo videlicet invef- 
tigando Lineam reflam , qua? Cun am tangat , deinde vero 
Lineam cunam fimpliciorem, quae cum Curva propofita multo 
magis conveniat , camque non folum tangat , fed quafi ofcu- 
letur. Vocari autem ejufmodi Linearum curvarum arfliflimuj 
comaflus folet Oscuiatio. 

305. Sit igitur propofita a?quatio quicunque inter Coordi- 
natas orthogonales x & y , atque ad naturam minima: Curva: 
portionis M m circa punflum AI verfantis indagandam , cum 
inventa fit Abfcifia A P = p & Applicata P M = q , pona- 
tur in Axe AIR Abfcifia minima AIqz=.t, & Applicata 
q m = u ; eritque x = p -f- t , & y=q + u ; quibus valori- 
bu 3 in tcquatione fublfitutis , perveniatur ad hanc aquationem 

0 =zA t -f" B u -f* C 1 -}- Dt u -}- E u -j- F t' -j- C t u &c. t 

qua? exprimet naturam Curvi ejufdcm ad Axem AIR relati. 
Quoniam autem has novas Coordinatas t ft u minimas (latui- 
mus, feqttentes termini quafi infinities erunt minores quam 
antecedentes ; ideoque pra: his fine errore rejici porcrunt. 

306, Nili ergo ambo coefficienrcs primi A & D evanefeant. 
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fejedis fequentibus terminis omnibus , aequatio o = At + Bu 
oilendet Lineam redam Mfj. quae Curvam in pundo M tan- 
get , hocque loco cum Curva communem habet diredionem. 
Erit ergo Mq : qix = B : — A ; unde , ob cognitas quan- 
titates A St B , pofitio Tangentis M/x innotefeit , quae cum 
Curvam in pundo tantum M contingat , videamus quantum 
Curva Mm porro a reda M/.i faltem per minimum fpatium 
aberret. In hunc finem aflumamus normalem MN pro Axe , 
in quem ex m Applicata orthogonalis mr ducatur , ac vocetur 


Mr — r 
& r = 


• — yfr- f- Bs o 

= s,-entt 
& s 


rm 


-At — Bu 


B t — A u 


— As — Br 
sJ{A‘+B ) ’ 

Quare , cum fit 


^{A +B ) > HA' + B‘Y 

— At — Bu = Ct + Diu E u' F t' - f- Gttu - f- &c . , 


C a r. 
XIV. 


erit r quantitas infinities minor , quam t & u , ac propterea 
erit quoque r quantitas infinities minor quam s ; nam s per t 
St u , at r per iplarum t St u quadrata vel poteliates fupe- 
riores determinatur. 


307. Naturam ergo Curvae Mm multo propius cognof- 
cemus , fi terminos quoque Ct' -f- Dtu + Eu in computunV 
ducamus , atque fequentes tantum negligamus ; ficque habe- 
bimus inter t St u hanc aequationem - — At — Bu-=zCt 
Dtu -f- Eu' , in qua fi loco t St u valores fuperiores fubfti- 

tuamus, habebimus r V (A 1 + B ' ) = L ^ n + 

{A‘ D B' D zABC + iABE)rs . {A' E ABD + B'C) ss 

• A ' + B ‘ A. ■+■ B ‘ 

At , quia r infinities minor eft quam s , termini rr St rs pr$ 


termino ss evanefeent , fietque ss-. 


(A’+B )ry/(A- + B‘) 

A B ABD+ B'C » 

quae aequatio exprimit naturam Curvae Curvam propolitam in' 
M ofculantis. 


308. Curvae ergo Arcus minimus Mm congruet cum Ver- 
tice Parabolae fuper A xc MN deferiptae , cujus Latus icdura- 
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fcu Paramcter efl: — : unde qualis eft 

curvatura hujus Parabolas in vertice talis erit Curvae propofits 
curvatura in pundo M. Cum autem nullius Curvat curvatura 
dillindius cognolcarur quam Circuli , quoniam ipfius curvatura 
ubique e!t eadem , eoque major exiftit , quo minor fuerit 
radius ; commodius erit curvaturam Curvarum definire per 
Circulum squalis curvatura , qui Circulus ofculator vocari 
foler. Hanc ob rem oportebit Circulum definire cujus curva- 
tura conveniat cum curvatura propofits Parabols in ipfius 
Vertice , quo tum Circulum illum in locum Parabola ofcu- 
lantis fubfiituere liceat. 

309. Ad hoc efficiendum , contemplemur curvaturam Cir- 
culi tanquam incognitam , eamque modo expofito per curva- 
turam Parabolx exprimamus , fic enim viciffim pro Parabola 
ofculante Circulus ofculator fubftitui poterit. Sit igitur Curva 
Mm propofita Circulus radio = a defcriptus , cujus natura 
exprimetur squarione yy=.x ax — xx. Sumta ergo AP=p , 
& PM=q erit, qq=znp — pp. Jam ponatur x=pf-t 
& y = q -+-//, atque orietur hsc xquatio qq -j- zqtt -j- uu = 
xap -f- xat — pp — zpt — tt , qux , ob qq = zap — pp , re- 
ducitur ad hanc formam o = zat — zpt — zqu — tt — uu , 
qux cum fuperiori forma comparata dat A = za — zp ; 
B = — zq ; C = — 1 , D = o , & E = — 1 , unde fit 
A A B B = 4 (aa + zap + pp + qq) = cpzz , & {A A + 
BB) V {A A + BB) = 8 a' atque AAE — ABD + 
BBC = — AA — B B = — 4<7<j. Unde Circulum , cujus 
radius = a , in quovis pundo ofculatur Parabolx vertex , 
cujus natura exprimitur squarione ss = zar ; ideoquc viciffim 
quam Curvam ofculatur Vertex Parabolx ss = br , eandem 

ofculabitur Circulus , cujus radius eft b. 

310. Cum igitur fupra invenerimus Curvam Mm ofculari 

Parabolam cujus xquatio fit ss= P ' r , 

mrani- 
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manifefl.Mii eft ejufdem Curvae curvaturam in M convenire cum 
curvatura Circuli , cujus radius fit = ^ - j 3D 


Hxc ergo expreflio dat radium Circuli ofculatoris , atque ifte 
radius quoque vocari folet Radius ofculi ; fa?pe etiam radius 
curvedinis fcu curvatura appellatur. Ex aequatione ergo inter 
t & u , quam ex xq natione inter x & y propofita elicuimus , 
ftatim definiri poteft radius ofculi Curvse in pundo M , feu 
radius Circuli ofculantis Curvam in M. In xquatione enim 
inter t & m rejiciantur termini , in quibus t St. u plures dua- 
bus dimenliones obtinent , atque ex aquatione , qux erit hu- 
jus forma: . > 

o = At -J- Bu-\-Ctt-\-Dtu -\- E uu , 


C A !*. 
XI V. 


invenietur radius ofculi = ZiTTr^Ann^ircy 


31 1. Quoniam vero lignum radicale V ( A ’ + B ' ) ambi- 
guitatem (igni involvit , incertum eft utrum illa exprelfio fit 
adirmariva an negativa , fcilicet utrum concavitas Curva? punc- 
tum N refpiciat , an convexitas. ’Ad hoc dubium tollendum 
qustri debet utrum Curva: pundum m intra Tangentem M ia 
verfus Axem A N fit pofitum, an vero extra Tangentem ca- 
dat. Priori cafu Curva verfus N erit concava , -atque Cen- 
trum Circuli ofculantis in redx M N portionem verfus Axem 
protenfam incidet; polleriori cafu vero in portionem reda: 
NM ultra M produdam. Omnis ergo dubitatio evanefeet 
fi inquiratur , utrum q m fit minor quam q /a , an major ; 
priori enim cafu Curva verfus N erit concava , polleriori vero 
convexa. 


311. Eft vero q /a = — , & q m = u , quare viden- 
dum eft utrum fit ~j- f > major tr.inorve quam u. Quia 
igitur tti /a eft Lineola quam minima , ponatur , m/A = w erit- 
Eulcri Introduci, in Ana!, injirt. Tom. II. Y 
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que u = ; uncle , facta fubftitutione , fit o 

— Bw + Cn— — Dtw + ^gg 'pL + 

ubi , ob w prae t minimum , termini t w & w' evanefcunt. 

Hinc nt w = ^ — 1 — . Quod li ergo w 

fuerit quantitas affirmativa , quod evenit fi B - 1 

feu — E '■ - fuerit quantitas affirmativa , tum Curva 

erit concava verfus N ; fin autem ABD-\- n c £j er j t 

quantitas negativa, Curva: convexitas pundtum N refpiciet. 


313. Quo haec clariora reddantur, diverfi cafus qui occur- 
rere poliunt , feorfim funt evolvendi. Sit igitur primum B== o , 
quo cafu ipfa Applicata PM erit Tangens Curvx Mm, & 

radius ofculi erit = — Utrum autem Cufva fit concava 
1 b 

verfus R , uti Figura pracfentat , an convexa , ex aquatione 
o = sl t -\~Ctt-\-Dtu-\-Euu intelligitur. Cum enim fit 
AIq = t &tqtn=u , ob t infiniries minus quamt/, termini 
tt £c t u prae u u evanelcent , eritque A t Eu u= o ; ex 
qua aequatione intelligitur , fi coelficientes A St E habeant 

contraria figna , feu fi -j- fuerit quantitas negativa , tum 
Cunam fore concavam verfus R. At , fi coelficientes A & 
E habeant paria figna , & ^ fuerit quantitas affirmativa , tum 
Curva ad alteram Tangentis partem erit fita ; Abfciffa enim 
Mq flatui debet negativa quo Applicata qm refpondeat realis. 


314. Sit nunc Tangens AI p inclinata ad Axem A P feu 
ipfi parallelam , ita ut angulus R AI p. fit acutus , & normalis 
M N Axem in N ultra P fecet : quo cafu Abfciffis t refpon- 


dcbiuu Applicata u affirmativae j 


unde coelficientes A &3 


\ 
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Tigna habebunt difparia , & fradio erit negativa. De hoc 
cafu jam ante vidimus Curvam fore concavam verfus N , fi 
fuerit - E ~ quantitas affirmativa ; vel, cum -~ 

fit quantitas negativa , u fuerit -j — * quantitas 

negativa. Sin autem fuerit - '■ quantitas 

negativa , leu — quantitas affirmativa , tum 

Curva verfus N convexi^tem obvertet. Utroque vero cafu 

v r i- •. (A'+ B')^(A' + B) 

rauius ofcuh ent =^ A : E—ABV-tB-C) ‘ 


315. Sit nunc A= o, quo cafu reda MR Axi parallela 
Timui erit Curvx Tangens , & u infinities minor quam t ; 
unde erit o = Bu + Ctt. Quare , fi B & C habeant atqualia 
Tigna , feu fi BC fuerit quautitas affirmativa, tum u habere 
debet valorem negativum ; ideoque Curva erit concava verfus 
pundum P , in quod N incidit , quod ipfuni regula fuperior , 

fado Az= o, ofiendit ; radius ofculi vero erit = Hsec 

autem eadem regula , qute fupra eft data , valet , fi Tangens 
MT ultra P cum Axe concurrat ; tum enim pariter Curva 
verfus N erit vel concava vel convexa , prout haec expreffio 

. t fuerit vel affirmativa vel negativa , erit- 


qne 


radius ofculi ut ante = 


( A'-L-B‘)\/(A' + B‘) 
1 (A- E ABD±B C' 


31 6. Sit propofita Ellipfts , feu faltem ejus quadrans DMC , 
cujus Centrum A , alter femiaxis tranfverfus AD = a , alter 
femiaxis conjugatus A C = b. Suentis ergo Abfciffis x in Axe 
AD a Centro A , habebitur haec requatio pro Ellipfi c.ayy + 
bbxx = aabb. Sumta jam quapiam AbfcifTa AP—p, & 
pofna Applicata PM=q , erit aaqq -f- bbpp = aabb. Po- 
natur jam x =p -f- r , & y=q-\~u , erit aaqq + iaaqu + 

Y 1 


C A P. 
XIV. 


T A B. 

XV. • 
Fig. 58. 
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Lis. II. aauu + blpp -{- ilbpt -f- Ibit = aabb , feu rlbpt + %aaqu -f- 
bbtt + aauu = o. Primum ergo , ob coefficientes ipfarum 
t & u , normalis MN citra P cum Axe concurrit : eritque 
P M : PN=.B : A—aaq : bbp & PN= b -~A f ob A 

— ibbp & B=zaaq. Prxterea vero , ob C=66 , D=o 
„ r- • AAE AED-\- B'C iaabb(aaqq-\-bbpp) 

/» itu} 

ideoque quantitas affirmativa , qua indicatur Curvam, 
verius N efle. concavam. m 


317. Ad ipfum jam radium ofculi inveniendum , eft^-f- 
B' = q(a 4 qq b 4 pp) , & A' E — ABD + B‘C = ^a'b ' ; 

unde radius ofculi erit = ^ At eft MN= 

V ( ?? + ) > ur) de V + b'pp) = aa. MN , ideoque 

radius ofculi = — Si in normalem MAT procludam 

ex Centro vi ducatur, perpendiculum viO, erit, ob AN= 
triangula MNP & vIA 7 0 fimilia , A T 0 = 

r a a 

aabb pp Vpp & yfl j. /Vf A/ a + ** P t* 

a . M ;V 1 flj . IV 

unde AfA r =~j, hineque radius ofculi = “ jpp - , 

qux expreffio ad utrumque Axem A D &t A C sque eft 
accommodata. 


318.! Invento autem pro quovis Curvas loco radio ofculi , 
natura Curvae fatis clare perfpicitur. Si enim portio Curva; 
in partes plurimas quam minimas dividatur , unaquaque par- 
ticula haberi poteft pro Arculo Circuli , cujus radius erit ipfe 
radius ofculi in eo loco. Hinc vero etiam deferiptio Curva; 
per plurima punda multo accuratius abfolvetur, Poftquam 
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enim plura notata fuerirtt punda , per qui Curva tranfear , 
li pro his Cingulis pundis primo quaerantur Tangentes, hinc- 
que porro normales , atque tum radii ofculi , porriuneuhe 
Curvas intra punda inventa fitx ope circini poterunt deferibi. 
Hocquc modo eo accuratius vera Curva: tigura exprimetur , 
quo propiora fuerint punda primum notata. 

319. Quoniam igitur portiuncula Curva: ad M cum Ar- 
culo Circuli radio ofculi deferipti congruit , non Colum ele- 
mentum AI m , fed etiam prxccdens Mn eadem curvatura 
erit praeditum. Cum enim natura minimae Curva: portionis 
AI m exprimatur hujufmodi xquatione , rr = a.r inter Coor- 
dinatas AIr=r$trm = s, unicuique Abfciffe minimi 
Mr=r, ex aequatione duplex refpondcbit Applicata s al- 
tera affirmativa , altera negativa : ideoque Cuna verfus n 
ique ac verfus m continuabitur. Ubicunque ergo radius ofculi , 

qui eft = \ * h n i fam habet magnitudinem, ibi curvatura 

utrinque faltem per minimum fpatiolum erit uniformis. Ne- 
que ergo Iiis cafibus Curva cx AI Cubito, formata Cufpide , 
refledetur, neque mutata curvatura , portio Mn convexitatem 
verfus N obvertere poterit , dum altera M m eft concava ver- 
fus N\ cujufmodi curvaturi immutatio vocari Colet isut- 
x 1 o' , vel punclum flexus contrarii : Quare , ubi 
radius ofculi eft finitus, ibi neque Cufpis , neque pundum flexus 
contrarii locum habere poteft. 

310. Cum igitur ex iquatione inter tlku 


o — Ac -J- Bu ~\~Ct -J- Dtu -f- E uu -f- Ft -J- Guu -f- JIcu’ -f- &c. , 


inventus fit radius ofculi = 


M’-| 4- B' ) 
i(AE ABD+B'C) J 


mani- 


feftum eft , fi fuerit A' E — A B D + B C — o , tum radium 
ofculi fieri infinite magnum , ideoque Circulum ofcuianrem in 
Lineam redam abire. Ubi ergo hoc evenit , ibi Linea cur- 
va curvatura deflituitur , atque duo Curvi elementa quali ia 


C. * f , 
X 1 V. 


T A B. 
XV. 
55' 
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Lib. IT. direchim erunt fira. Quo igitur his cafibus natura Curvas 
penitius perfpiciatur , fubflitutio t = & u = 

YIa j ' ct ‘ am * n terminis Ft' + Gtra + ffrut/ + /«’ 

eft inflituenda. Cum autem pra termino primo /-V(^’4- #’) 
omnes termini fequentes , qui r continent , e vane icant , his 
terminis rcjcciis , atque lublli curione per totam aquationem 
fa<5!a , obtinebitur ejufmodi aquatio 

r V ( A' -J- B ' ) = «sj + G s’ + ys 4 + Js’ + &c. 

311 . Ex hac aquatione jam ftatim colligitur, ut fupra , radius 

ofculi = ^ } fin autem fit cc = o , quo cafu 

radius ofculi fit infinitus , ad Curva naturam exadius cognof- 
ccndam , fumi debet terminus fequens £s’, ita ut fit ryj (A‘ -f- 
I>” ) = £ s' nifi enim fit £ = o , termini fequentes y s' , 
£ s’ &c. , omnes pra hoc evanefeunt. Curvam ergo hoc 
cafu in AI ofculabitur Curva hac aquatione r (A' B' ) 
= £ s' expreiTa , ex qua fimul figura Cun a circa pun&um 
T a ji. Ad cognofcetur. Cum igitur Abfciffa r negative fumta ne- 
XVI. gativus valor Applicata s refpondeat , Curva circa M figu- 
Fi S' 6| - ram habebit anguineam m M fx , ideoque in M habebit 
pun<5him flexus contrarii. 

3 ii. Quod , fi prater «. etiam fiat £ = o , tum natura 
Curva circa M exprimetur hac aquatione ry/ {A' -{- J5') = 
T a b. V s ' > ex c 2 ua cunl unicuique Abfciffa r duplex Applicata s 
i V I. refpondeat , altera affirmativa , altera negativa , neque Abfciffa 
i?t S - 6i - r utrinque fumi queat , utraque Curva portio M m &c M fx 
ad eandem Tangentis partem erit pofita. At fi , ob , £, 
& y evanefeentes , natura Curva circa AI exprimatur aqua- 
tione r V ( A' 4- B ) = £ s' , tum Curva ad M iterum ha- 
Tab. bebit putvfhim flexus contrarii uti in Figura 61 . Sin autem 
x v L fuciic etiam $ = 0 , ut fiat r V (A‘ 4 -£') = fS *, tum Curva 
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iterum pundto flexus contrarii dcfti tuetur , uti Figura 6 x. At- 
que generaliter , fi exponens ipfius s fuerit numerus impar , 
Curva in M habebit punftum flexus contrarii ; fin autem ex- 
ponens ipfius s fuerit numerus par, Curva carebit pun&o flexus 
contrarii, uti Figura 6 x. 

313. Hac igitur funt Curvarum phanomena , fi pun&um 
M fuerit fimplex , feu fi in aequatione 

o = At + Bu + Ct' + Dtu + Eu' + Ft' + &c. , 

non uterque coefffciens A & B fimul evanefcat. Quod fi au- 
tem fuerit & A = o , & B = o , Curvaque habuerit duos 
plurefve ramos fe in punifto M interfecantes , uniufcujufque 
rami curvatura & indoles in M inveftigabitur leorfim , ut ante. 
Sit enim pro Tangente cujufvis rami m t + « u = 0, & quae- 
ratur aquatio pro hoc ramo inter Coordinatas r & s , qua- 
rum illa r in normali MN capiatur, ut fit r infinities minor 

quam s. Poni ergo debebit t a= & u = : 

^ 6 V( m +•« ) V( CT +n‘) 

que fafto & negle&is terminis ob infinitam parvitatem prae 
reliquis evanefcentibus , prodibit , fi M fuerit pundlum du- 
plex , hujufmodi aequatio r s =ets' + Cs' + y s' -f- £ s‘ -f- 
&c. : fin autem M fuerit pun&um triplex , talis rss = a.s'-\- 
Cs'+yf + &c. , & ita porro : qua aquationes omnes 
reducuntur ad hanc formam 

r=a.s s + + y s ' + £ s' -f- &c. 

314. Ex hac aquatione intelligitur iftius Curva rami, quem 
confideramus , in M effle radium ofculi = — , qui, fi ct=o, 

fiet =00. Hoc ergo cafu natura Curva exprimetur vel hac 
aquatione r = £ s ' , vel r = y s 4 vel r = , &c. ; ex qui- 

bus , ut ante , colligetur Curva ramum in M vel pun&um flexus 
contrarii habere , vel tali carere. Prius fcilicet evenit , fi ex- 
ponens ipfius s fuerit numerus impar , poflerius fi fit numerus 


C a r. 
X 1 V. 


T A B. 
X V I. 


T A B. 

XV. 
Fig. >5. 
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par. Hoc ergo modo judicandum erit de quovis ramo per 
pundum M tranfeunte feorfim , cum reperta fuerit ejus Tan- 
gens , ejufque Tengens difcrepet a Tangentibus reliquorum 
ramorum fefe in eodem pundto M interfecantium. 

315. Aliud autem judicium erit ferendum, (i duorum plu- 
riumve ramorum Tangentes in pun&o M coincidant. Sint 
enim , evanefcentibus A & B in aquatione o = Cit -f- Dtu -j- 
Eitu + Ft' + Gt‘u + &c. , primi membri Ctt + Dtu + Euri, 
ambo Fa&ores fimplices aequales , feu ambo rami fe in punflo 
M decurtantes communem habeant Tabentem. Sit ergo 
Ctt -j- Dtu -f- Euu = ( mt 4 * nu )* , atque aquatione ad Coor- 
dinatas AIr = r, & r m = s tranfiata , ponendo t = 

T{m' r +n\ & = hu i ufm0di P r0dibit ^ U3ti0 

r r = a.rss + € s' -f- y rs' ■+■ o s' -j- « rs' -f- { *' + &c : 
termini enim , in quibus r habet duas plurefve dimenfiones prae 
prijno r r evanefeunt. 

31(5. Hic primum fpcdlandus eft terminus Cr' , qui fi ad- 
fuerit , prs eo reliqui omnes evanefeunt , propterea quod r 
infinities minus eft quam s. Ni fi ergo fuerit 6 = 0, natura 
Curvas circa M exprimetur hac aequatione r r = £.r' ; ex qua , 

cum fit r = s VCj = s s V ~ , intelligitur radium ofculi in 

Z 1 eire = - 1 - V ~r ; feu , ob s evanefeens in M, radium 

ofculi quoque fieri = o. Erit ergo curvatura in M infinite 
magna leu Elementum Curvae in M erit portio Circuli infi- 
nite parvi. Quoniam porro Applicata s eundem obtinet va- 
Iorem , five Abfcifla r fumatur affirmativa five negativa , patet 
Curvam in M habere Cufpidem , atque in duos ramos AI m , 
M fx divaricari fe mutuo in M contingentes atque Tangenti 
M t convexitatem obvertentes. 

317. Sit £ = o; adfit autem terminus S s ' , prae quo yrs' 
ewaiefcit , atque natura Curva: circa M exprimetur aequatione 
rr—a.rss -j- S s*; qui, fi fuerit u.x minor quam — 4J, ob Fac- 
tores 
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tores imaginarios , punflum conjugatum in M indicat; fin au- Cap. 
tem «,* major quam — 4^ , tum in cluas xquationes hujufmodi ^ * V ‘ 
r=fss & r=gss diipefcitur. Quare in A 1 duo Curvat 
rami fe mutuo contingent, quorum alterius in M radius ofculi 

eft =A~, alterius = — . Si ergo hi duo rami concavita- Tab. 

• ^ , y \, T I 

tem in eandem plagam vertant, figura erit duorum Arcuum 7 
circularium fe intus Tangentium; iin autem concavitates in Fig .6 
plagas oppofitas dirigantur , figura erit ducruni Arcuum circu- 
larium fe extus Tangentium. 

# 318. Sin etiam £ evanefeat , tum xquatio vel in duas xqua- 
tiones erit refolubilis , vel fecus , priori cafu duo oriuntur rami 
fe in pundo M tangentes , quorum utriufque natura expri- 
metur hujufmodi aequatione r=a.s m ; prodibunt ergo tot 
diverfx figurx , quot dantur combmationes binorum ramorum , 
qui in M pundum fimplex couftituunt , quos vocemus ramos 

primi ordinis , qui omnes in xquatione r=a.s m , continen- 
tur. Pofleriori autem cafu quo xquatio in duas alias fe refolvi 
non patitur , natura Curva exprimetur aquatione vel r r = 
e it ' , vel rr=a.s T , Vel rr = a.s' , &c. ; quos,ramos cum 
eo, quem fupra invenimus rr = xs' , ramos Jetundi ordinis Tab. 
appellabimus , quia vicem tenent duorum ramorum primi ordinis XVI. 
fe in M tangentium. Hi autem rami fecundi ordinis omnes ^‘B- 6 b 
in M habebunt Cufpidem , uri prxbuit xquatio rr = a.s' ; 
hoc tamen diferimine , quod , cum radius ofculi in M pro 
xquatione rr=a.s' efTet infinite parvus, idem pro reliquis 
aiquationibus prodeat infinite magnus. Cum enim ex xqua- 
tione rr=a.s' fit r = ss V ets , erit radius ofculi in M=z 

— 7 — , hoc eft , ob s = o , infinitus. 
iy a.s 

319. Si tres Tangentes ramorum fe in M decuflanrium in 
fe invicem incidant ; tum vel tres rami primi ordinis fe in 
eodem pundo M contingent , vel in M erit contadus unius 
Euleri Introduci, in Anal. infm. Tom. II, Z 


— L 
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Lib. II. rami fecundi ordinis cum uno ramo primi ordinis , vel unicus 
" per M rranfibit ramus tertii ordinis. Ramorum autem tertii 
ordinis natura exprimetur hujufmodi atquationibus r' =cts* ; 
r'=*.s'; r' = cis : ; r'=cts“ ,• &c. , feu hac generali r' = 

a/, exiftente n numero quocunque integro ternario majore 
neque per ternarium divifibili. Horum ramorum autem figura 
* ita erit comparata , ut in M fit pundhim flexus contrarii 

fi n fuerit numerus impar ; flexus vero non contrarius feu 
Tab. continuus ( ut in Figura 61.) adfit , fi n fuerit numerus par. 
X v !• Ceterum in his Curvis radius ofculi in M erit infinite parvus 
fi n minor quam 6 , at infinite magnus fit n major quam 6. 

) 330. Simili modo fi quatuor Tangentes ramorum fe in M 

deculfantium congruant , tum vel quatuor rami primi ordinis , 
vel duo primi & unus fecundi , vel duo rami fecuudi ordinis , 
vel unus primi & unus tertii ordinis fe in eodem pun&o Ai 
contingent , vel denique unicus ramus quarti ordinis per M 
tranfibit. Ramorum autem quarti ordinis natuta continetur 

hac aequatione generali r' = o.s n exiftente n numero integro 
Tab. impari majore quam 4. Hae autem aequationes omnes prat- 
XV I. bent Cufpidem , uti rami fecundi ordinis. At in M erit ra- 
Fij. 6}. ofculi infinite parvus fi n minor quam 8 , infinite mag- 
nus autem fi n major quam 8- 

331. Eodem modo ramorum quinti fuperiorumve ordinum 
natura evolvetur ; ratione figura? autem rami quinti , feptimi , 
noni , omniumque imparium ordiqum conveniunt cum ramis 
primi ordinis , quorum duplex ctt figura , vel cum pun<ft& 
flexus contrarii , vel fine eo. Rami autem fexti , otftavi , & 
omnium parium ordinum conveniunt ratione figura? cum ramis 
fecundi & quarti ordinis , omnes fcilicet habebunt Cufpidem 
in M uti Figura 63. exhibet. Quod autem ad radium ofculi 
attinet , quoniam horum Arcuum natura exprimitur hac a-q na- 
tione r' n =a.s n , exiftente n numero majore quam m ; per— 
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fpicuum eft , fi fuerit n minor quam 1 m , radium ofculi fore in- C a r. 
finite parvum ; contra vero , li n major quam im , infinite X 1 V ' 
magnum. 

331. Phinomena ergo , qua; in omni Curva confpediui fe 
offerunt , ad tria genera reducuntur. Primo fcilicet Curva 
continua curvatura progreditur , neque ufquam punftum flexus 
contrarii habet , neque Cufpidem feu pundfum reflexionis. 

Evenit hoc primum fi radius ofculi ubique fuerit finiti magni- 
tudinis , turh vero etiam dantur cafus quibus radii ofculi mag- 
nitudo five infinite magna five infinite parva continuum trac- 
tum non perturbat , quod ufu venit fi natura Ctirvi circa 

punflum M exprimitur iquatione a r m = s n , exiftente m 
numero impari , at n numero pari majori quam m. Secundum 
phmomenon eft punclum Flexus contrarii , quod locum habere 
nequit nifi radius ofculi fuerit vel infinite magnus vel infinite 

parvus; indicatur autem iquatione a. r m = s n , fi uterque ex- 
ponens m St n fuerit numerus impar, exiftente femper n ma- 
jore quam m. Erit enim radius ofculi infinite magnus fi n ma- 
jor cpiam 2/w , at infinite parv us fi n minor quam 2/77. Tertium 
phinomenon eft punclum Reflexionis feu Cufpis , ubi duo quafi 
rami verfus fe invicem convexi in pundlo coeuntes fe tangunt 

atque*tcrminantur ; tale pmnftum monftrat iquatio a.r m = s n , 
fi /77 fuerit nnmerus par & n impar. In Cufpide ergo radius 
ofculi femper eft vel infinite parvus vel infinite magnus. 


333 . Quoniam igitur in his tribus generibus omnes Cur- 
varum, ratione traflus continui, varietates continentur , primum 
intelligitur Curvi continui ramum nunquam ita inflexum dari, 
ut in C angulum finitum A C B conftituat. Deinde , cum 
in pundto reflexionifpambo rami fibi convexitatem obvertant , 
ejufmodi punftum reflexionis A C B m C non datur , ubi rami 
AC St B C in C quidem communem Tangentem habeant , at 
alterius concavitas alterius convexitatem refpiciat ; & quoties 

Z 2 
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hujufmodi reflexio adefle videatur , toties Curva non eft com- 
pleta ; & , fi Curva ad normam aequationis compleatur ac fe- 
cundum omnes partes exprimatur , orietur figura , qualis in 
Figura 64 exhibetur. Dantur quidem Curvarum defcriben- 
darum modi , quibus ejufmodi Cufpis A C B orietur , qui prop- 
terea ab Hospitalio Cujpis fecunda fpeciei vocatur. Ve- 
rum notandum eft defcriptiones mechanicas non femper totam 
Curvam, quae quidem aquatione contineatur , producere, fed 
fatpenamero certam tantum partem exhibere, qua fola nota- 
tione lis , qus circa hanc Cufpidem fecundae fpeciei eft mota , 
dirimitur. 

Non dbftantibus his argumentis , quibus exiftentia hujuf- 
modi Cufpidis fecundae fpeciei everti videtur , innumerabiles 
dantur Curvae algcbricae tali Cufpide praedita:. Inter quas 
adeo una ex ordine Linearum quarto, hac aequatione contenta 
y‘ — 2. y'x — qy x x — x’ = o , quae ex ifta formula y = 

V x + V x' refultat. Quanctuam enim hic primum occurrit 

terminus V x , tamen ejus lignum non eft ambiguum , fed ne— 
cellario debet efie +. Nam , fi ipfi tribueretur fignum nega- 
tionis , alter terminus V x' = V(-* V * ) evaderet imaginarius. 
Ex quo exemplo quemadmodum exempla fupra allata reftringi 
oporteat luculenter perfpicitur. 

334. Si duo rami , qui in M communem habent Tangen- 
tem , ideoque quatuor Arcus ex M exeuntes reprsfenfant 
nempe M rn , Ai fx , Mn, Mv , diverfis aequationibus expri- 
mantur, dubium eft nullum , quinam horum Arcuum fint con- 
tinui; ii fcilicet, qui fub eadem aquatione continentur; erir- 
que Arcus Mm continuatio Arcus M n , & M fx , continua- 
tio Arcus r M. Quod fi vero ambo rami illi eadem aqua- 
tione exprimantur , tum ob celfantem rationem priorem , Ar- 
cus Mm atque haberi poreft pro contiAatione Arcus vM, 
atque Arcus nM. Cum aurem uterque Arcus Mn & AIv 
xque haberi poifit pro continuatione Arcus Ai m , etiam alter 
pro alterius continuatione haberi poterit, Iiinc Arcus mM } 
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& AI fjL Curvam continuam confli tuere cenfendi funr, atque ac 
bini Arcus quicunque aiii , ficque hoc cafu in AI fe refpicient 
dui Culpides fecundi fpeciei, m M p. & nN r. 

335. Neque vero folum valet de duobus ramis qui fine 
Flexu contrario ac fine Cufpide fe mutuo in AI tangunt at- 
que eadem iquatione exprimuntur , fed etiam eadem erit con- 
tinuitatis ratio , cujufcunque generis fuerint ambo illi rami fe 
mutuo in M tangentes , dummodo communi aequatione ex- 
primantur. Evenit hoc quoties inter r & s ad hujufmodi per- 
venitur aequationem a' r 2m — a x£r m s n -|-€Cs 1,, =o; tumcnim 

uterque ramus eadem aequatione a.r m z=.Cs n exprimetur. 
Hoc igitur cafu quatuor Arcuum ex pundlo AI exeuntium duo- 
quicunque pro una Linea continua haberi poffimt, hineque 
nafcentur innumerabiles Cufpides fecundi fpeciei. Hic au- 
tem ipfa continuitatis ratio in caufa eft , quod quidam de- 
feriptiones ac conftru< 5 fiones mechanici nonnunquam Cufpides 
fecundi fpeciei producant ; hoc tamen evenire non poteft , 
nifi quando deferiptio non totam Cunam in aquatione con- 
tentam , fed ejus tantum ramum unum vel aliquot exhiber. 


C a r. 
XIV. 
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CAPUT XV. 

De Curvis una pluribufvc Diametris praJitis. 

336. D, Lineis fecundi ordinis fupra vidimus , eas omnes 
unam ad minimum habere Diametrum orthogonalem , qui 
totam Curvam in duas partes fimiles & iquales fecer. Pa- 
rabola fcilicet ejufmodi unam habet Diametrum ; ac prop- 
terea duabus conflat partibus squalibus & fimilibus. Ellipfis 
autem atque Hyperboli duas ejufmodi habent Diametro fe 
mutuo in Centro normaliter decurtantes ; ideoque in iis qua- # 
tuor dantur Arcus feu rami inter fe iquales & fimiles. 


Digitized by Google 




i8z DE CURVIS UNA PLURIBUSVE 

Lib. II. Circulus vero, quia ab omni recta per Centrum duda in 
duas partes fimiles & squales dividitur, innumeras habebit 
partes squales, omnes fcilicet Arcus, qui squalibus chordis 
fubtenduntur , fimul inter fe funt squales & fimiles. 

337. Hanc igitur duatum pluriumve partium ejufdemCur- 
vs limilitudinem hic data opera perpendemus ; eafque Cur-' 
vas , quarum dus plurefve partes inter fe funt fimiles , ad 

T a b. aquationes generales revocabimus. Ac primo quidem , fi 
V 1 1. confideremus squationem inter Coordinatas orthogonales x 
r£. 6!S. & y y divifo univerfo fpatio in quatuor regiones litteris Q, 
R , S, T indicatas per redas AB, E F , fe mutuo in C nor- 
maliter fecantes , fumtis x & y affirmativis , portio Curvs in 
regione Q fita oritur,- fumta autem Abfcifla x affirmativa, at 
Applicata y negativa, portio Curvs in regione R fita oritur: 
fin autem x negativa ponatur , manente y affirmativa , portio 
Curvs in regione S fita prodibit ; portio denique in regione 
T fita evenitur , pofita utraque Coordinata y & x negativa. 

338. Portiones ergo in regionibus Q & R fits inter fe 
erunt squales & fimiles , fi squatio ita fuerit comparata , ut 
non mutetur etiamfi — y loco y fcribatur. Cum igitur om- 
nis poteftas parium exponentium ipfius y hac gaudeat pro- 
prietate ; patet , fi in squatione pro Curva nulls potcftates 
impares ipfius y occurrant , Curvs portiones in regionibus 
Q & R fitas inter fe fore squales & fimiles ; ideoque redam 
AB in qua Abfcifis C P=x capiuntur, fore Curvs Dia- 
metrum. Hujufmodi ergo Curvs , fi quidem fuerint alge- 
braics , omnes in hac squatione generali continebuntur 

o = a.+ 6x -f- yxx +tyy + tx' + £xyy + »x 4 + 6 x‘y' -f <y" &c. 

qus expreffio ita defcribi potefl ut fit Fundio rationalis ip- 
farum x & yy. Quod fi ergo Z fuerit Fundio quxcunque 
% rationalis ipfarum x & yy , tum squatio Z = o , exprimet 
Lineam curvam , qus a reda A B in duas partes fimiles & 
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sequales bifecabitur ; erunt ergo quoque portiones in regionibus 
S & T lit* inter fe squales & fimiles. 

3 39. Portiones vero in regionibus Q &S erunt squales & 
fimiles , fi squatio ita fuerit comparata , ut pofito — x loco 
x non immutetur : quare , fi Z fuerit Funftio quacunque ra- 
tionalis ipfarum x x & y , tum squatio Z = o , exprimet 
Curvam , qus per redam E F in duas partes fimiles & squa- 
les bifecabitur. .'Equatio ergo pro his Curvis erit hujufmodi 


r At. 

XlV. 


o=a+£y+yxx+Jyy-H-vxy+^} ' + + Qxxyy +«y * + &c. 

Per hanc ergo aquationem portio Curva in S fita fimilis & 
aqualis erit portioni in Q , fimilique modo portio in T por- 
tioni in R. 

340. Portiones autem in regionibus oppofitis Q & T , feu 
R & S erunt fimiles & squales , fi squatio inter Ccordina— 
tas x&ty ita fuerit comparata, ut, pofita utraque x &y ne- 
gativa , nullam mutationem fubeat. Sit Z = o aquatio pro 
his Curvis , ac primo pater, fi Z fuerit Fundio ipfarum x & 
y , parium dimenfionum , feu , fi fuerit aggregatum ex quotcun- 
que Fundionibus homogeneis parium dimenfionum , mm aqua- 
tionem Z = o prsfcripta gaudere proprietate. Tum vero 
fi Z fuerit aggregatum quotcunque Fundionum homogenearum 
imparium dimenfionum , fumtis x & y negativis , Z abibit in 
— Z ; ideoque , cum edet Z= o , erit quoque — Z = o. 
Hinc ergo duplex nafeitur squatio generalis pro Curvis , qus 
in regionibus oppofitis Q & T itemque in R & S portiones 
habent squales & fimiles, altera fcilicet erit 

0 = « 4 -txx-F yxy~\~ fy-b ^ x 'y~\~« x xyy -\-6xy'-F ty^-F-Kx' -f- &c. 

altera vero erit 

0 = a x-+-Cy-+-yx' -\-fz’y+iXy'-t-?y' n x' -f - 9 x' y -f- ix'y' -f- &c. 

341. Curvs ergo , qus duas habent partes fimiles & squa- 
les , duplicis funt generis : vel enim hs dus partes utrinque 
circa Lineam redam ita funt difpofits , ut onnies Ordiuats 
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■ II- orthogonales ad illam reflam fimul bifariam fecentur , quo 
cafuiiia refla Diameter Curvs ortAo^ona/w appellatur, quorlum 
perrinent aequationes $. ($. & 337. & 338. traditae. Vel binae illa: 
partes limiles & squales in regiones oppofitas Q & R feu T 
& S cadunt , ita ut omnis refla per punflum C dufla Curvam 
dividat iu duas partes alternatim squales , cujufmodi Curvae 
continentur in aquationibus in paragrapho prscedente exhibitis. 
Hanc igitur partium squalium diverfam politionem ita deferi- 
bemus , ut eas , qua: ad priorem fpeciem pertinent , diametra- 
liter aquales ; quae vero ad pofteriorem , alternatim aquales ap- 
pellemus. Quia vero in polleriore fpecie datur punflum C , 
per quod omnis refla utrinque ad Curvam projdufla fimul bi - 
iecatur , hoc punflum Centri nomine appellari convenit, ita 
ut Curvae binas partes alternatim squales habentes Centro 
prsdits dicantur ; ilis vero Curvs , qus duas partes diame- 
traliter squales habent , Dimetro prsdits vocentur. 

341. Cum squatio Z = o , prsbeat Curvas quarum Dia- 
meter e(l refla AB , 1 1 Coordinata y pares tantum obtineat 
dimenfiones in Funfliones Z , atque eadem squatio Z =0, 
rcflam EF Curvs diametrum indicet, fi altera Coordinata x 
ubique pares habeat exponentes , fequitur , fi Z ejufmodi fue- 
rit Funftio ipfarum x &y ut omnes exponentes tam ipfius x 
quam ipfius y lint numeri pares , tum utramque reflam A B & 
£ F fore Curvs Diametrum orthogonalem ; ideoque quatuor 
partes in regionibus Q, R, S & T litas inter fe fore squales 
& fimiles. Hujufmodi ergo Curvs omnes in hac generali 
Squatione continebuntur. 

o = « 4 -€x* + yy' J r$ x '+ ***-M**y’+& c ' 

343. Curvs ergo in hac squatione contents duas habe- 
bunt Diametros orthogonales A B it E F fe mutuo in C nor- 
maliter interfecantes. Pertinent ergo hsc Curvs omnes ad Li- 
nearum ordines vel fecundum , vel quartum , vel fextum, &c. , 
ira ut in nullo Linearum ordine impari ulla contineatur Linea 
curva duabos, Diametris fe mutuo normaliter interfecantibus 
. prsdita. 
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praedita. Deinde , quia ilia aequatio quoque continetur in 
aequatione priori , $. 339 , hae Curva: fimul Centrum habe- 
bunt in punflo C, ita ut omnis recta per id utrinque ad Cur- 
vam produfla , in eo fimul bifariam fecetur. Hujufinodt igitur 
Curvas duplici diametro gaudentes pratbebit aequatio Z=o, 
fi quidem fuerit Z Fuuflio quacunque rationalis ipfaruui x x 

& y y- 

343.. Quia igitur hoc modo dedufli fumus ad Lineas cur- 
vas duabus Diametris praeditas , inquiramus, in aquationes pro 
Lineis curvis , qua; plures habeant Diametros. Ac primo 
quidem facile offendetur , fi quipiam Curva duas tantum ha- 
beat Diametros , eas inter fe normales ede oportere , ita ut nulla 
Curva duabus Diametris tantum prsedita detur , qua; non in 
aequatione modo inventa contineatur. Ponamus enim cujufpiam 
Linea; curvs duas e(Te Diametros AB, 81 E F (efe in C non 
normaliter deculfantes. Cum igitur EC fit Diameter, Cuna 
utrinque circa eam zqualiter erit comparata : quare, cum ejus 
pars citerior reflam A C pro Diametro habeat , etiam pars 
ulterior Diametrum habebit GC , in eodem punflo C cum 
EC angulum GCE=ACE conftiruentem. Simili modo, 
cum GC fit Diameter , debebit quoque refla I C , exiftente 
G C I = G C E , elfe Diameter ejufdem indolis , cujus cfi: 
E C. Porro Diameter quoque erit refla L C , fumto angulo 
fCL=/CG; ficque progrediendo , continuo novae Diametri 
reperientur donec in primam A C recidant ; quod evenit , fi 
angulus ACE ad angulum reflum habeat rationem rationalem. 

345. Nifi ergo angulus A CE ad angulum reflum habeat 
rationem rationalem , numerus Diametrorum erit infinitus, quo 
cafu Curva erit Circulus ; quippe in quo omnis refla per Cen- 
trum dufla tfl Diameter orthogonalis ; hic enim Diametri 
nomen ad folas Diametros orthogonales refiringimus , quia 
his folis Curva: in duas partes fimiles & aequales dividuntur. 
E:< his intelligitur nullam Curvam algebraicam duas hafccre 
poire Diametros inter fe parallelas ; ob rationes enim allega- 
tas , fi duas haberent Diametros parallelas , fimul infinitas inter 

i-uleri Introduci, in Anal. infn, Tom. Ii. A a 
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Lib. IT. fe parallelas & a:qualiter diftantes habere deberent ; idcoque- 

*“ ‘ " Linea reda hujufniodi Curvam in infinitis puodis fetare poffet * 

qua: proprietas in Lineas curvas algebraicas non cadit. 

346. Quod fi ergo qurcpiam Linea curva plures habeat 
Diametros, ex omnes fe mutuo in eodem pundo C interfe— 
cabunt , atque a fe invicem fub atqualibus angulis diftabunr.. 
Erunt vero ha: Diametri duplicis generis alternarim progre- 
dientes; Diameter enim CG ejufdem erit- indolis , cujus eft. 
Diameter C A ; atque aquatio pro Curva , fumta Diametro 
C G pro Axe : conveniet cum aequatione pro Curva , fumta 
Diametro C A pro Axe : Diametri ergo alternte C A , C G, 
G L &c. a:qualiter ad Curvam erunt affedx , fimilique modo 
Diametri CE t CI & c. eadem ratione ad Curvam pertine- 
bunt. Quam ob rem , fi numerus Diametrorum fuerit fini- 
tus, tum angulus A C G erit pars aliquota quatuor redorum , 
feu angulus A C E erit pars aliquota anguli 180 graduum , feu 
femiperipheriae , quam vocemus = 7 r. 

Tab. 347 - Si fuerit angulus AC E=ya°—~ 7 r , cafus exiftit jam 

Z'A/70. f u P ra trndatus , quo Cuna duas habet Diametros inter fe 
normales. Hujufmodi ergo Curvas denuo inveftigemus , at 
methodo diverfa a priori , qua: atque ad inventionem plurium 
Diametrorum accommodari queat. Sit igitur Cuna duabus 
Diametris AB, & E F praedita ; fumatur in ea quodcunque 
pundurn M, & r duda ex Centro C reda CM, ponatur 
C M = 1 , & angulus A C M = s ; quatraturque aequatio 
inter f & s. Ac primo quidem intclligitur, quia reda A C ett 
Diameter,^ efle debere ejufmodi Fundionem ipfiuss, qus 
maneat eadem , etiamfi — s loco s ponatur ; fumto. enim an- 
gulo A CM =s negativo A Cm, reda Cm debet efle = 
C M. Verum cof.s eft ejufmodi Fundio ipfiusr, qua: manet 
eadem pofito — sloco -+• r>- quam ob rem huic requifito la- 
tisfiet fi fuerit j Fundio quateunque rationalis ipfius cof. s. 

348. Ponatur Abfcifla C P = x , Applicata P M = y , 
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erit { = V(** +yy) & co f s== ~ » fitque Z = o , squa- 
tio pro Curva , cujus reda C A fit Diameter ; atque e(l~e ' 
debebit Z Fundio rationalis ipfarum ^ & -y , vel ipfarum j 

& x , vel , ob rationalitatem , ipfarum xx + yy & x. At fi 
Z fuerit Fundio ipfarum xx -(-yy & x, erit quoque Fundio 
ipfarum yy & .v. Sit enim xx-\-yy:=u ; quia Z debet efle 
Fundio ipfarum x & « , pofito u = t + xx-, ut fit t=yy , 
fiet Z Fundio ipfarum r & x , hoc eft ipfarum yy & x. Quo- 
ties ergo Z fuerit Fundio rationalis ipfarum yy & x , toties 
reda C A Curve erit Diameter : que eft eadem proprietas 
• Curvarum una Diametro gaudentium , quam fupra invenimus. 

349. At Curvam quefitam duabus Diametris AB & E F 
prediram efie oportet ; unde CB erit Diameter ejufdem in- 
dolis , ac C A. Quare , fi reda CM = { , ad Diametrum 

CB referatur, ob angulum BCM= 7 i s , necefie eft ut 

^ ejufmodi fit Fundio ipfius s , que non varietur , etiamfi loco 
s ponatur 7 r — s. Hujufmodi Fundio quidem foret fin. s , eft 
fm. s = fin. ( tt. — s): fed hoc modo precedenti conditioni 
non fatisfit. Hinc ejufmodi exprefiio inveniri debet , que ad 
angulos s, — s, & tt — s equaliter pertineat ; talis eft cof. is t 
eft enim cof.is=cof . — as=cq/.i(ty — s). Quocirca equa- 
tio Z=o , erit pro Curva duabus Diametris AB & E F 
prxdita , fi Z fuerit Fundio rationalis ipfarum f & cof is. 

Eft yero cof. 1 s = xx -^ ^ •£-. Ex quo Z debebit efie Fundio 

ipfarum xx +yy , & xx — yy , vel ipfarum xx & yy , uti fupra 
invenimus. 

3^o. Progrediamur ad Curvas tribus Diametris AB , EF 
&. GH preditas inveftigandas ; que Diametri in eodem pundo 

C ad angulos ACE , EC G , GC B = 6o° = -y tx fe mutuo 

fecabunt , atque Diametri alterne CA , CG, CF ejufdem 
erunt indolis. Quare , fi ponatur CM: , & angulus 
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ACM=s , ob GCM= y 7 i s , aequatio pro Curvg 

Z = o , ita debebit e (Te comparata , ut Z fit Fun£Ho ratio- 
nalis ipfius { , & quantitatis cujufpiam w , qua: ab s ira 
pendear , ut maneat eadem , five loco s ponatur — s , five 

- 7 i s. Erit ergo w = cof. %s ; eft fenim cof. 3 s = cof 3 s 

= cof. ( Z7 ! 35). At , pofitis Coordinatis CP = x , 

PM=y , erit ccf 3 s = ^ , idcoqne Z ede debet 

Fumftio rationalis ipfarum xxf-yy & x' — 3 xyy.. 

351. Quod fi crgp ponatur xx -\-yy=t & x' — yxyy=u, t . 
hxc erit aequatio generalis pro Curvis tribus Diametris prae- 
diris 

o = * + & + yu Stt + itu -J- ^ uu + vt -J- &c. r 
qux prxbet hanc inter x & y 

o = «. + 6( xx + yy) + yx (xx — 3 yy ) + $ ( xx +yy )' + &c. 

Cum igitur xquatio o = x-\-C.xx -f-Cyy fit pro Circulo, 
qui , habens infinitas Diametros r eriant qitrcfiioni de triltis 
Dia metris fatislacit ; fimplicifiima Curva tres habens Diame- 
tros erit Linea tertii ordinis hac aquatione exprefia x' — 
2xyy = axx ayy -\-b' , qua: tres hahet Afymtqtas triangulum 
squilaterum comprehendentes , in cujus medio exiftir pumflum 

C; & Gngulx Afymtotx funt fpeciei u=C*. Pertinent ergo 

hx Curvx ad Speciem quintam fecundum enumerationem 
a nobis fupra fadam.. 

352. Si Curva habeat quatuor Diametros AB , EF , GH & 
IK fe mutuo- in punsflo C aci angulos femireclos = — -or 

interfccantes , tum Diametri CA, CG, CB, & CII ejuf- 
dem erunt naturx. Quare , pofiia C AI = ^ , & angulo 
AC M=s t quaeri debet Fun&io quxduin ipfius s , qux non 
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mutetur five loco s ponatur — s five — n s. Talis au- 

tem Fundio eft cof 4.?. Quare, fi Z fuerit Fundio ipfarum { 
& cof. 4.« ; feu quod eodem redit , ipfarum xx + yy & x' — 
6 xxyy + y", tum aquatio Z=o , dabit Curvam quatuor Dia- 
metris praditam. Erit ergo Z Fundio ipfarum t Scu ; pofitis 
t = xx + yy & u = x 4 — 6 x*yy -f- y' ; Ponatur autem v =5 
tt — u, eritque Z Fundio ipfarum t & v, hoc e'l ipfarum 
xx + yy & xxyy. Vel etiam Z ita definiri poteft ut fit Fundio 
harum du«rum quantitatum x x + yy & x' y\ 


C A T. 

XV. 


353. Ut Curva aquatione Z = o , expreffa habeat quinque 
Diametros , oportet ut Z fit Fundio ipfarum f & coj. 5 s. 
Quare , fumtis Coordinatis orthogonalibus x & y , obeo/. ys=s 

- -- ° ^ J i v debebit e(Te Z Fundio rationalis ha— 

rum exprefiionum xx -j-yy& x ' — io*’yy + yxy\ Curva 
igitur iimpliciflima , quas , praster Circulum , quinque habeat 
Diametros , elt Linea quinti ordinis , atque hac asquatione ex- 
primetur x' — iox'yy -p 5 xy' = c(xx -j-yy) ’ +£(a x -j-yy) -pe. 
Hasc ergo Cuna , propter omnes Factores fupremi membri 
reales, habebit quinque Afymtoras fuis interfectionibus penta- 
gouuni regulare, in cujus medio fit Centrum C , formantes. 

354. Ex his jam generaliter patet , Curvam xquatione 
Z=o , exprdfam , habituram effe n Diametros , quarum binas 

proxime angulum = - comprehendant, fi fuerit Z Fundio 

ipfarum cof. ns, feu inter Coordinatas orthogonales, , 

Fundio quscunque rationalis harum expicflionum xx -)- yy & 

n nn 1) n 2 . , n(n 1 Jtrt l)'n- — t.) /i- — 4 . 

X -X V H 1 X 

1. 2 J 1 1, i. 3. 4 J 

&c. Seu aequatio hasc 


o = yu -|- Stt -(- (tu fuit -f- vt' -f- fi/fe -{- &c. 

pribebit Curvam n Diametris prxditam , fi ponatur t= xx-\ryy 


4 
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190 DE CURVIS UNA rLURIBUSVE 

”(« 0 ,n V 1 n{n-t)(n-l)(n-^) n 4 . « 

1. 1 ^ ' 1. 1. 3. 4 ^ 

Hinc ergo Curvs inveniri pofTunt , qus tot, quot lubuerit, 
habeant Diametros fe mutuo in angulis squalibus in eodem 
pun&o C interfecantes. Simul vero hs aquationes in fe com- 
plectuntur omnes omnino Curvas algebraicas , qus dato Dia- 
metrorum numero fint prsdits. 

355. Hujurmodi Curva; pluribus Diametris prsdits duplo 
plures habent partes inter fe fimiles & squales. Sic Curva 
duabus Diametris prsdita quatuor habet partes fimiles & squa- 
les , A E , B E , A F , & B F. Curva autem tribus Diametris 
prsdita habet fex partes fimiles & squales A E, G E , GB, 
F B , F II & A II Atque Cuna quatuor Diametris prsdita 
oCto habet partes fimiles & squales AE, AK , GE,GI, 
B 1 , BF, tl F , & H K ; limilique modo numerus partium 
squalium femper duplo major elt quam numerus Diametro- 
rum. Quemadmodum autem fupra vidimus dari Curvas , duas 
partes fimiles habentes , qus tamen Diametro careanr , ita da- 
buntur quoque Curvs plures partes fimiles & squales haben- 
tes qus tamen Diametris dedi tuantur. 

356. Incipiamus a duabus partibus squalibus fibi e regione 
oppofitis A ME , BKF , quem quidem cafum fupra jam trac- 
tavimus. Quod fi enim Curva duas tantum habere debent 
partes squales , neceftario fibi oppofits efle debent , quod 
clarius patebit , quando plures partes squales contemplabimur. 
Ponamus ergo, ut ante , C M=r , & angulum AC AI=s, 
ac manifeftum elt angulis s & 7r + s eundem valorem ipfius { 
convenire opportere ; fumto enim angulo A C AI=- 7 r + s » 
fiet ^ = C K : at efle deBet C K = C M ; qusrenda ergo 
eft expreflio communis angulis j & t + J, cujufmodi efl 
tang. s ; eft enim tang. s = tang. (tt +0. Aquario igitur 
Z= o, erit pro tali Curva, qualem qusrimus, fi fuerit Z 
punctio ipfarum ^ & tang. s , feu Funclio ipfarum x x -f-yy & 

■F. Fonamus — =r, eritque x x y y = y y ( 1 + tr ). 

y y 
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Quare Z debebit efle Fundio ipfarum t &yy ( 1 4 * tt) , hoc C a p. 
ell ipfarum t &yy : unde eidem aequationes refultant , quas X ^ 
fupra invenimus. 

357. Quo autem fradiones , quibus tangentes laborant 
evitemus, idem negotium per finus & cofinus expedire pote- 
rimus. Cum enim Iit & Jin. is=jin. z (tt + s ) & cof. zs = 
cof. 1(7 r + s ) , qusfitum obtinebitur fi Z capiatur Fundio quae- 
cunque rationalis trium harum formularum ^ ,fin.zs & cof. is, 
feu ipfarum xx + yy , xxy , & xx — yy. Ubi notandum eft , fi 
expreflionum fin.xs & coj.zs altera omittatur , Curvam infuper 
Diametrum efle habituram. Solutio ergo huc redibit ut Z ca- 
piatur Fundio ipfarum xx ,yy & xy , rationalis; unde hujuf- 
modi orietur aequatio 

o = *+exx + ■> xy -f- + fc'.y + »*’ y’ + } *y’ ~h>y 4 + &c. 

Atque , fi termini , in quibus non ineft x , evancfcant , tota 
iquatio dividi poterit per x & prodibit 

o = x y •+* " x y' ”4* $ y' *h * y' +• &c. 

qua: funt amba: illae sequationes quas fupra invenimus. 

358. Quaeratur nunc Curva , qui tres tantum habeat par- y . 
tes fimiles & aequales A AI , B N , & D L. Hic ergo ita XVllI. 
erit comparata , ut edudis ex pundo medio C tribus redis F‘g- 74. 
C M , C N , & C L in angulis aequalibus , ei femper inter fe 
futuri fint aequales. Pofitis ergo angulo A C AI = s , & 

reda C AI ={; reda 3 per s ita definietur, ut his tribus 

angulis s , A- 7 r + s , & 7r + s idem valor ipfius f con- 
veniat ; eft enim AIC N= NC L = 7 r. Horum autem 

trium angulorum communes funt hi exprefliones fin.T,s & cof.y. 

Quare , fi Z fuerit Fundio rationalis harum trium quantitatum 
xx + yy ; 3 xxy — y ' ; & x' — jxyy , aequatio Z = o , dabit 
Curvas qui (itas omnes. Hujufmodi ergo orietur iquatio ge-- 
neralis 


I IB. II. 
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<>—* + £ (rr -|- )j) -(- yilxry y’) -J- i (*' 3 *'/) •+■ t ( xx +77)'+ 

i ()xxy — y ' ) + » (**+7>') — 3w) + &c. 

Linea? igitur tertii ordinis hac proprietate prxditx continentur 
in hac squatione 

o = a -j- Cxx -f- Qyy 4- +■ 3y xx y — 3 ^ x yy — yy' ‘ 

359. Si Curva quatuor habere debeat partes squales AM t 
EN , EK & FL , ita ut ex pundo medio C edudis qua- 
rtior redis quibus vis CM, CN , CK & CL, fub angulis 
squalibus, ex futurae <int squales ; ponatur angulus ACM 
= j & reda C M = ^ ; atque , ob angulos MCN= 
NCK = K CL = 90°= — 7r , reda ^ per angulum t 

ita debet exprimi , ut his angulis s,-^-7r + s,-z3-+* » q- tt + * 
idem refpondeat valor. Hanc vero proprietatem habent ex- 
prefliones fm.qs & cof.qs ; quare xquatio Z=o , dabit Cur- 
vam quatuor ejyfmodi partibus squalibus prxditam , fi fuerit 
Z Fundio quxeunque rationalis harum trium quantitatum xx + 
yy ; qVy — 4*y’ & x * — 6 xxyy -{- y*. Hinc xquatio gene- 
ralis pro iltiulinodi Curvis erit 

o=rct + Corx-j- Cyy -f- yx' SVy -f- «.v.vyy — £xy' + yy' + &C, 

360. Simili modo apparet , fi quxri debeat Curva Diame- 
tris dellituta , qux tamen quinque habeat partes xquales & 
fimiles , in xquatione Z = o , e(Te debere Z Fundionem 
rationalem harum trium quantitatum 

• xx + yy » 5 x 'y — f p^y’ + y' & x' — i ox'y* -f jxy 4 ; 

atque , fi numerus partium squalium c(Te debeat = n , tum 
efle debet Fundio rationalis harum trium xx + yy , 

11 x 
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IIX 


n{ i-i){n-i) n.-j » ■ n(n-i){n-i)f,n-j){n-^) x n f « __ „ 

i. i. i J ' i. i. 3 4. 5 I ' * 


& 


n nf" 0 n 1 . , rfn i)(ir J.)(n n a 4 e 

J. x y H — x — &c. . 

i. i ^ i. i. j. 4 J 

Quod fi alterutra pofteriorum exprefiionum non ingrediatur 
tu atr lationem , Curva habebit tot Diametros, quot nume- 
rus /. continet unitates. 

361. In duplici hac enumeratione Curvarum aliquot partes 
squales- habentium , qua: vel Diametris fint prsdits vel iis 
careant , continentur omnino omnes Curvat algebratcs , qus 
quidem duas plurefve habeant partes fimites & aequales. Quod 
ut oflendatur, habear Curva continua duas partes OA a , ODb 
inter fe fimiles & squales. Jungatur A B , fuperque ea tan- 
quam bafi conftituatur triangulum ifofcele A C B , cujus an- 
gulus C squalis fit angulo O. Jaifi , quia anguli OA C & 
OBC funt squales, erunt quoque Curva partes C A a & 
C Bb fimiles & squales : atque , ob legem continuitatis, fi 
capiantur anguli B C D , D C E , Scc. , squales finguli angulo 
AC B , & C D = C E = C A = C B , habebit Curva prs- 
terea ad has lingulas reclas partes Dd, Ee, & c. , fimiles & 
aquales partibus A a, Bb. Nili ergo ratio anguli A C B ad. 
360° fuerit irrationalis , partiunt squalium numerus erit finitus , 
contra autem infinitus , neque adeo in Lineas algebraicas ca- 
dens. Semper ergo Curva illa continetur in iis, quas ante 
inveftigavimus , Diametris carentes. • 

362. Sin autem dus partes fimiles & squales in plagas 
oppofitas redlarum A O & B O cadant, ita ut fit pars A Oa 
fimilis & squalis parti O B b\ tum utrinque ducantur redis 


AR, & BS, ut fit OAR = O BS ,= ~AOB ; eruntque 


redis A R & B S inter fe parallels. Jungatur A B , Sc per 
pundtum medium C agatur ipfis A R & B S parallela C V , 
erunt partes a A , b B rcfpedhi redis C V fimiles & squalesc 
Nili igitur fit b a = o' , quia Arcui b B, a i ad a progrediendo, 
yefpondet ex altera parte Arcus fimilis & squalis a A ; ita 
Eulcri Introduci, in Andi, injin. Tom. II. B b 


C A F. 
X V. 


T AK. 
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tu. II. quoque huic ab a ad e per fpatium ae=ba progrediendo^ 
1 refpondebir ex altera parte Arcus fimilis & aiqualis e E , huic- 
que porro Arcus di), ita ut hxc Curva habitura fit infinitas 
partes limiles & aequales utrinque circa redam C V difpofitas.- 
Hujufmodi ergo Curva algcbraica e(fe nequit.. 

363. Hoc ita fe habet , fi reda A B fuerit obliqua ad pa- 
rallelas A R & B S , vel (quod eodem redit ,) fi in trianguio 
A O B latera A O & B U fuerint inaequalia. Sia aurem fue- 
rit A 0 =BO , tum fimul reda AB erit perpendicularis ad 
parallelas AR & BS , & ad C V, qus fimul per O tranlibir. 
Hoc ergo cafu punda b & a congruent. Et , quia portiones 
a Aii. b B non folum erunt aquales & limiles , fed etiam 
utrinque circa redam CV squaliter difpofirs , ha:c red xC V 
erit Curvae Diameter ; qui cafius ad priores Curvas expofitas 
Diametro gaudentes pertinent. Quocirca ad cafus in hoc 
Capite expofitos referuntur onines omnino Curvae algebraic», 
quae duas plurefve partes habent fimiles & aequales. 


CAPUT XVI. 

De inventione Curvarum ex datis Applicatarum proprieta- 
tibus*. 

364. Sint P St Q Fundiones qurecunque rationales Abf- 
ciflae x , atque natura Curvae exprimatur hac aequatione 
yy — Py + Q = 0. Hinc ergo unicuique Abfciffae x vel 
nulla vel duplex refpondebir Applicata ; erit autem harum 
duarum Applicatarum lumma = P & produdum = Q. Si 
igitur P fuerit quantitas, conflans fumma binarum Applica- 
tarum lingulis Abfciffis relpondentium erit conflans , atque 
Curva habebit Diametrum ; hoc idem autem evenit fi fuerit 
P = a tum enim Linea reda hac aiquarione 4 = 

-j- a + -jz nx contenta erit Diameter , in latiore fignifica- 




Digitized by Google 


DE INVENTIONE CURVARUM, &c. 195 

tione hoc nomine accepto , ita ut obliquitas non excludatur. C ap. 

Sin autem fuerit Q quantitas conflans , tum redangulum bi- 1 

narum Applicatarum erit ubique conflans ; Axis ergo a Curva 
nufquam iecari poterit. At fl fit Q = «. '+ £* + yxx, hac- 
que expreflio duos habeat Fadores reales , Axis a Curva in 
duobus pundis trajicietur , atque Q erit multiplum redanguli 
ex partibus Axis , ideoque redangulum Applicatarum fe habe- 
bit ad redangulum partium Axis in conflanti ratione. 


365. Has igitur proprietates , quas fupra Sedionibus conicis 
convenire obfervavimus , in innumerabiles alias Lineas curvas 
competunt. Sic , conflans magnitudo redangulorum ex binis 
Applicatis eidem Abfcifla relpondentibus formatorum , qua 
Hyperbolam ad Afymtotam relatam gaudere vidimus , com- 
munis ipfi eft cum omnibus Curvis hac aquatione yy — Pyiz 
aa = o , contentis. Deinde , liimta reda EF Curvam in Tab.V. 
duodus pundis E & F fecante pro Axe , cum in Sedionibus Fig. ^ 
conicis redangulum PM.PN ad redangulum PE.PF confi 
tantem habeat rationem , hac proprietas Sedionibus conicis 
dommunis erit cum omnibus Curvis in hac aquatione yy — 

Py -f- ax — nxx = o, contentis. Erit autem PM.PN=z 
PE. PF Ceu pm.pn — Ep.pF, fi fiierit yy — Py=ax — xx. 

Hac igitur proprietas , qua Circulum praeditum efle ex Ele- 
mentis conflat , non folum ipfi communis eft cum infinitis Cur- 
vis ahiorum ordinum , fed etiam in reliquas Sediones conicas 
cadit. Sit enim P=b-\-n x , atque aquatio yy — nxy -f- 
xx=zax + by , qua eft pro Circulo fi «ero, & angulus 
EPM redus , compledetur quoque Ellipfin fi nn minor 
quam 4 , & Hyperbolam Ci nn major quam 4 , atque Para- 
bolam fi nne= 4. 


366. Hinc concludimus in omni Sedione conica AEBF T a b: 
cujus Axes , feu Diametri principales , fint AB , EF , fi binae 
ducantur reda quacunque pq & mn , qua ad Axes princi- 
pales fub angulo femiredo inclinentur , eas in h fe mutuo ita 
efle feduras , ut fit mh . nh = pk.qh. Quod quidem mani- 
folium eft ex proprietatibus palmariis : fi epim per Centrum 


Bb x 
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Lib. II. C ducantur reflae PQ & MN fub angulis fcmiredtis ad Axes 
principales , erunt inter fe aequales , ideoque MC . NC =r 
P C . QC ; quare , cum omnes re&ae his parallela; eadem lege 
fe fecent , erit quoque mh . nh=ph . qh. Quin etiam hinc 
intelligitur , fi modo reftae MN & P Q ita ducantur , ut ad 
eundem Axem principalem aequaliter inclinentur , feu ut lit 
PCA=NCA , ob C P = C N , omnes reflas his parallelas 
fe mutuo ita fecare , ut reflangula partium fmt aequalia , fcilicet 
ut fit mh . hn =ph . hq. 

Tab. 367. His praemillis , contemplemur alias quaeftiones circa 

XIX. binas Applicatas cuique AbfcilF* refpondentes ex aequatione 
' yy — Py + Q = o. Sit^/P Abfciila = x , cui refpondeant 
duae Applicatae PM, PN : ac primo quaerantur omnes Curvae 
hujus indolis ut fit PM' - f- P N‘ quantitas conflans =aa. 
Cum fit P M + PN=P & PM. PN=Q, erit PM' + 
PN‘ = PP — iQ, & quaefito fatisfier fi luerit PP — 

1 Q = aa feu Q = J J ; U nde , pro Curvis defideratis 

obtinebitur ifta aequatio yy — Py + — — — — — = o. Quod 
fi ponatur P = mx , prodibit Seflio conica proprietate pro- 

pofita gaudens , yy — xnxy-\-mnxx aa = o, quae 

aquatio eft pro Ellipfi , Abfciflis a Centro computatis» 

Tab. 368. Hinc fequitur non inelegans Etlipflum proprietas ifta. 

XiX. Si circa Ellipfeos duas quafvis Diametros cor.iur;utas AB & 
P‘S- 79 • £F deferibatur parallelogrammum GHIK cujus latera Ellip- 
fin tangent in punftis A , B , E , F, hujus parallclogrammi 
diagonales GK & HI omnes chordas MN alterutri Diametro 
EF parallelas ita fecabunt in P & p , ut fit quadratorum fum- 
ma P M' + P N' vel pAl' -f- p N' perperuo conflans nempe 
aequalis iCE'. Similique modo dufta chorda RS Diametro 
alteri AB parallela erit Pii' + P.V ' == -ar P -fzrS' = zCA'. 
Pofitis enim CA = CB = a , CE-=CI-=b, CQ = t, 
QM—u , erit cauu -J- bbtt=aabb, Jam ut a :b=C(£(t) : 
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P Q , C P ad C Q ratione data , puta m : 1. Quare , po- 
fita CP = x , PM=y , erit x = mt & y = u + p , feu 

t= — & u = v- — , quibus valoribus fubflitutis orie- 

m ^ /72 a . 

tur ifla aequatio flflvy — * = <w66. Sit— = n, 

1 m mm ma 

erit jy — i/ixy + innxx=bb , qu$ e fi aquatio ante inventa 
indicans ede P M' -f- PN' magnitudinem conflantem. 

369. Querantur nunc Curva in quibus fit fumma cuborum 
P M + P N' perpetuo quantitas conflans. Cum fit PM + 
PN=P, erit P M' -f- P N' = P’ — 3PQ; quare, fi po- 

natur P M' -j- PN' = a' , erit Q== — jp — : ideoque pro 
his Curvis erit aquatio generalis yy — Py + -j P' — 

-p = o , ubi pro P Fundlionem quamcunque rationalem 

ipfius x fubftituere licet. Simpliciflima ergo Curva hanc habens 
proprietatem erit Linea tertii ordinis , quae , ponendo P =5 
3 nx, & a = 3/16, hac aequatione exprimetur 

xyy — 3 n xxy + 3 n n x' — 3/1/16' = o , 

quae pertinet ad Speciem fecundam fecundum enumerationem 
fupra faftam. 

370. Simili modo , fi effici debeat ut fit PM * -}- PN' 
conflans, quia efl P M' + PN' — P' — ±P'Q+ 
quantitas Q per P ita determinari debet ut fit P 4 — 

i Q Q = a' feu Q=PP -}- V ( — P' + -r a ' )• Q u ' a vero 

tam P quam Q debent efie Fundliones rationales feu unifor- 
mes ipfius x , ne y plures quam duos valores pro quavis Abf- 

ciffa x induere poffir , quantitas V ( P' + -- a ' ) deberet 

effe rationalis ; qbod cum fierf nequeat , Funftio Q femper 
erit biformis, ideoque Applicatam y reddet Fundlionem qua- 


C A F. 
XVI. 


T a b: 
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i 5 3 INCENTIONE CUKVJKUM EX VATIS 
Lia. II. driformcm. Verum ex aquatione yy — Py + Q = o, elicitur 

y=— P±V( 3 -i , l , + V(T F + T O ) » unde 

patet Applicaram y realem efle non pofTe nifi l/ (— P + 

• 

— a) affirmative fumatur ; quare , non obfhnte Fun&ionis Q 

biformitate , Applicata y nunquam plures duobus valores habe- 
bit , quorum biquadratorum fumrna erit conflans, ficut natura 
quxllionis requirit, 

371. Quod fi porro ejufmodi requiratur Curva , ut bino- 
rum ipfius y valorum cuique Abfciflx x refpondentium potefta- 
tes quintx lummam conflantem conftituant , feu ut fit P M + 
P N' = a' , debebit efle P’-— i P' Q + 1 P Q' =*' • Cura 
igitur ex xquationc pro Curva yy — P y + Q = °» At Q ’ 
— yy+ p y » er 't P ' — 5 P'y+ioP'yy — ioP’y' 4 - jPy‘=a' , 
feu ( P — y)' + y' = «’. Eodem modo reperiatur , fi de- 
beat efle PM‘ + P N‘ = a" hxc xquatio (P — yY + 
y' = a . Atque generaliter fi quaeratur Curva in qua fit 
P M n + P N n = a , obtinebitur ifla aequatio ( P — y )" + 
y n — n n ; ubi pro P Funflio quxcunqiie uniformis ipfius x 
pro lubitu accipi poteft. Ratio autem hujus aequationis in 
promptu eft : cum enim fumma ambarum Applicatarum fit — 
P, fi altera fit y, altera erit=P — y , unde ftatim fit 

(P—yr+y^a". 

37 1. Quod fi autem loco Q eliminetur P , ponendo ia 
aquationibus , quibus relatio inter P & Q continetur , P =? 


J!£dt -2 1 orietur pro P M n + P N n = a n hxc xquatio y n •+■ 
=a . Cum enim Applicatarum productum fit = Q, 

/* 

fi una ponatur = y , erit altera = -2- : unde xquatio io» 
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tenta ftatim fluit. Pro Curvis ergo , in quibus fit P M -f- 
P N n = a n , duas na<fli fumus aquationes generales , alteram 

(P — y) n + y n s= a , alteram y n + — =.cT : ex quarum 
• y n 

pofteriori emergit y Zn = a y n — Q n , & y n = -i- a n + 

VC-Ja^— Q n ) , ita ut fit y=-y/ ( * « n ±V(^ « ln — 

Q' 1 ) ) , quae eft Fuoflio tantum biformis , atque pro quavis 
Abfcifla plures duabus Applicatas non exbibet , dummodo 
fuerit Fundtio rationalis feu uniformis , ipfius x. Prior autem 
aequatio j n + ( P — y) n =a n hac gaudet prorogativa ut nu- 
merus dimenfiouum fit mihor. 

373. Neque vero ho aquationes folum quoflionem folvunt 
fi n fit numerus integer affirmativus , fed etiam fi fit vel- 
negativus vel fractus. Sic 


fi debeat eflc 

t r * 1 

"PTl T PN * 

habebitur hoc oquatio 

a P = Py yy 

feu 

a Q+ «yy — Qy 

T | 1 I 

Tm* PN* — ~ 

1 

a-y + a' (P~yY =y ( P —y )* 
feu 

a'Q‘+ a y = Qy 

r T 1 1 1 

a'y'+a'tP—y)'=-y{P— X y 

feu 

a 'Q' +*Y s =.Qy 
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£1 B. IT. Pro exponentibus autem fra< 51 is ita res fc h;;bebit : 


fi debeat e(Te 
^PM+<lPN=^a 

habebitur h®c ®quatio 

Vy + V(^ — y) = V* 

feu 

y=v'ay — V <2 . 

qu® ad rationalitatem reduci® 
prxbent 

yy — p y + ^( a — p )‘ = ° 

feu 

yy — (a — iVQ)y-fQ = ° 

y/PM + )/PN=}/a 

i/y + H p — y)=i/a 

vel 

y3 ._P y + _I_( a _P)> = o 
feu 

Vy + v' ^ = V' a 
vel 

yy — (fi — 3 ^aQ)y + Q=o 


&c. 

Hoc igitur modo omnes Curv® algebraic® , in quibus ubi- 
n n n 

que fit PM + P N =a , una aquatione generali com- 
prehendi poliunt , five n fit numerus integer affirmativus , live 
negativus , five fra&us. 

374. Qu® hic de conditione duarum Applicatarum uni- 
cuique AbficilT® x refpondentium funt expolita , eadem me- 
thodo transferri poliunt ad ternas Applicatas lingulis Abfciflis 
refpondentes. AEquatio autem generalis pro Curvis , qua$ 
fingulse Applicat® in tribus punilis fccant eft h®c 

y'—Py‘ + Qy—R ==0 , 

denotantibus litteris P , Q, & R Fun&iones quafcunque uni- 
formes 
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formes ipfius x. Sint p , q , r tres Applicata: AbfcifTffi x 
refppndentes , quarum una quidem femper efl realis , verum 
hic ad ea poriffimum Curva: loca fpectamus , in quibus omnes 
tres Applicatae fint reales. Erit autem ex natura aequationum 
P=p + q -\-r\ Q=pq + pr +qr\ & R = pqr. Quare, 
fi Curva defideretur, in qua fit vel p -\-q -\-rvc\pq pr - f- 
qr , vel pqr quantitas conflans , nil aliud efl faciendum nifi 
ut vel P , vel Q , vel R quantitas conflituatur conflans , binis 
reliquis manentibus arbitrariis. 

375. Hinc quoque Curvae inveniri poterunt, in quibus fit 

p n + q n + r n , quantitas conflans ubique ; cfl enim , per ea 
quae in fuperiori libro funt tradita , 


C a p. 
XVI. 


P + q + r= P 

p' + q' -+• r'= P ' — z Q 

p' +q' + r '— P ' — 3 P Q + 3 r 

p' +q' + r '=P'— + 4™ 

p' +q ' + r ' = P'— ^'Q+iPQQ+tPPR— 5 QR 

&c. 


iDeinde , fi n fit numerus negativus, ponatur { = — ; erit 


SSL 


R 


f- — 7i~ 0 > & hujus iquationis tres ra- 


dices funt — ,— ,— . Hinc fimili modo erit 
P 1 r 

+ J- = -& 
p i 

I 

P' ' 9 

- 4 - 

p' q 

T 7 + V 


+ 4 -+ -T— K 

Q ■ 1 PR 


RR 


j_ ■ 1 . i_ Q' — 

p' q' ^ r' R' 

i,t,i Q' — ±PQ R+tQRR-\-iP'R' 

P' "r-.f + r — ' " R- 


&c. 


JEuleri Introduci. in Ana!, injin, Tom. II. 


C c 
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Iib. II. HujufmoJi ergo expreffio quantitati conflanti squalis pofira 
prxbebir relationem idoneam inter Functiones P , Q & R. 
Atque , fi hujus aquationis ope , ex squatione y' — P y' -j- 
Q y — R = o , una harum FunCiionum P , Q , vel R elimi- 
netur , habebitur aquatio pro Curva quxfita. Sic , fi quxra- 
tur Curva in qu3 fit p' + q ' + r =a ‘ , fiet P' — 3 PQ -f- 
3R=a'i &, ob R=y' — Py' + Qy , habebitur hxc 
squatio 3 y' — 3 P y + 3 -fi- P' — 3PQ = u' pro Curvis 
qusfito fatisfacientibus.. 

37 6. Sive igitur n fit numerus affirmativus five negativus 
integer , folutio per datas formulas facile expedietur ; at ma- 
jor difficultas occurrit fi n fuerit numerus fraClus. Proponatur 
qusrcnda Linea curva , in qua fit V p •+- V q + V r= V a. Su- 
mantur utrinque 'quadrata : atque , ob p + q + r=P , habe- 

bitur P + 1 V p q + 1 V P r + z V q r = a , feu — - — = 
Sumantur denuo quadrata ; atque, ob 
pq + pr + qr—Q, erit ( ' a ~ P) '== Q +iV/ ? r-j- 

iV/’?’ r+ 1 V pqr' = Q4-i(V/>+V7 + Vr) V pqr = 
z ^ a R Q : unde oritur ( a — P ) * = 4 Q + 8 V a R , feu 
Q = — — - ---- — z V o R- Quare , Curva: qusfitx conti- 
nebuntur in hac squatione y' — Pyy -j- ( ~ ( a — P )’ — 
z V a R)y — R= o ; feu , (fublata irrationalitate , ob R = 
^ ^ — , ) in hac squatione y — Pyy~r 

i q (»- J i a P+PP- 4 p)' _^ 

• 64 u 

377. Hsc autem operario nimis fit fttolefia , fi radices al- 
tiorum potellarum proponantur : alia ergo via erit ineunda , 
qus ex hoc exemplo perlpicietur. . Qusratur nempe Curva 

inquafitV p -+- y ' q + r = yj a. Ponatur \/pq-\- y/pr-p yj qn= 

cum fu Vpi'r=VF,fict +V?‘ + y r'— yj a a — . 
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iv ,• & p -(- y + r = a — 3 v V a + 3 = P • Deinde , ^ 

V/f' + V^V + V^V =V* — z^aR, & p?+pr + f/- = 

Q = v' — 3 v v^cjR + 3 V Aii. Inventis jam pro P &c Q 
idoneis valoribus .Tumendo pro v Funftionem quamcunque 
ipfius x , pro Curvis quxfitis obtinebitur hxc aquatio 

y' — ( a — 3vv/a -f-31/ii) y* + ( v ' — 3vv'aR+3 VR') y — R=o. 

378. His tamen difficultatibus non obftantibus foludo ge- 
neralis concinnari poterit. Cum enim ex aquatione y' — 
Py‘ + Qy — R= o , y denotet has tres Applicatas p , q , 

& r , ponatur p = y , erit 1 J = y -+- q + r , & Q = qy -+- 
r y+q r > feu q + r— P — y, & qr— Q — y (q r) = 

Q — Py + yy. Hinc prodit q — r=. V(F‘ -j- z Py — 
3yy — 4Q) : ideoque 

1=T C p — y ) + 7 V( f ‘ + ii’7 — 3yy — 4 Q)» 

& 

!■ = y( p — y) — -7 V( p ‘ + i p y — 3yy — 4Q)> 

Quando ergo quxritur Curva in qua fit p n -f* q + r n = a” , 
farisfacict haec aquatio 

.y n + ( y ( p — y)+7 V (P‘ + ^ p y — 3yy—4Q))” + 
(t( p — y) — f V( p, + i p y--3yy — 4<2)) n = ^ 

qux seque quseftionem folvit , five n fuerit numerus integer 
ftve fractus. 

379. Innumerabiles aliae quaeftiones circa conditionem ha- 
rum trium Applicatarum eadem methodo refolvi pofiiint : ve- 

lut, fi pro a n Fundio quxeunque ipfius xaflumatur; tum vero 
etiam , prxrer fummam quarumcunque poteflatum , alix Func- 
tiones ipfarum p,q, Scr proponi pofiunt, dummodo hx quanti- 
tates ita squaliter infint , ut eatum permutatione nulla variatio 

Cc z 
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* 1B H. oriatur. JsTc , ift® tres Applicat® p , q , & r eidem AbfcilT® 
x refpondentes ita definiri poterunt , ut triangulum , quod ex 
iis formatur , conflantem habeat aream. Hujus enim trianguli 

area erit = ~ V ( + i pprr + i qqrr — p' — q' — r' ) 
qu* ponatur = aa. Cum igitur fit p" -fi- q‘ -fi- r = P' — 
4 + $PR + iQQ > & pq + p' r -fi- q' r — Q‘ — zPR, 
fiet i 6 a= 4 P'Q— 8 PR— P' , &c R=~ PQ—j P' 

-p ; ideoque habebitur ifta 2quatio y' — Pyy + Qy — 

■— P Q -fi- j, P' + = o. Si P capiatur conflans = i b , 

fiet infuper perimeter omnium horum triangulorum conflans. 
Quare , fi fumatur Q:=mxx -fi- nbx -fi- kaa , prodibit Linea 
. tertii ordinis hac aquatione exprefTa 

y' -fi- mxxy — zbyy -|- nbxy — mbxx + kaay — nbbx + 

kaab -fi- b' = o , 

cujus hac erit proprietas , ut trium Applicatarum p, q, &r 
• fingulis Abfciflis refponder.tium primum fumma fit conflans , 
= i b , tum vero Area trianguli ex lateribus p, q , & r for- 
mati fit ubiqge eadem = a a. . 

380. Similes quafliones ejufdem methodi ope refolvi pof- 
funt circa quatuor plurelve Applicatas eidem AbfcilT® relpon- 
dentes ; in quo negotio cum nulla amplius occurrat difficultas , 
ad alias progrediamur qusfliones , in quibus Applicat® non 
eidem Abfcifl® , fed diverfis refpondentes inter fe comparen- 
Tab. tur. Propolita fcilicet relatio qu®dam inter Applicatas P AI 
XIX. & QN , quarum ultera Ablciil® A P = -fi- x , altera Abfi- 
Fig. 80. A q — — x refpondeat. Sit y = X , ®quario pro hac 
Curva , exiftente X Functione quacunque ipfius x , atque h®c 
Fundtio X dabit Applicatam P AI: quod fi vero loco + x 
ubique ponatur — x , eadem Funtflio X dabit alteram Ap- 
plicatam QN. Si ergo X effiet Funtflio par ipfius x , puta 
= P , foret QN=P AI , fin autem fit X Functio impar 
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ipfius x, puta = Q , erit Q 2 V= — P M. Atque fi P & 9 A , p ' 
R denotent Fututiones pares, at Q & S Funiftiones impares ^ ^ 

ipfius -r , fueritque aequatio pro Curva y = erit 

P M — — h_2 & o v — ILzzlQ. 

381. Quaerenda fit Curva hujuS J indolis , ut fit P M -f- 
Q N quantitas conflans , nempe = zAB = z a. Atque ma- 
ni feflum efl huic quaeflioni fatisfacere aequationem y = a- f- 
Q , exittente Q Fuiutione impare ipfius x ; erit enim P iVT= 
a -J- Q 8c Q A = a — Q ideoque P M -f- Q N = z a , uti 
requiritur. Quod li ergo ponatur y — a = z/,erit u = Q, 
quae erit aequatio pro eadem Curva, fumta reifla Bp pro Axe 
& punito B pro Abfcilfarum x initio, ira ut fit Bp = x&c 
p M = u. iEquatio autem u= Q indicat Curvam partibus 
aequalibus utrinque circa Centrum B alternarim difpofitis prae- 
diram. Defcripta ergo hujufmodi Curva quacunque MB iV 
fumtaque reita quacunque P Q pro Axe , quaeflioni ita fatis- 
fiet , ut demiflo in hunc Axem ex Centro B perpendiculo 
B A , fumtifque utrinque Abfciffis squalibus A P = A Q , 
femper futura fit fumma P M -\~ Q AT conflans = z AB. 

381. Pro Curvis aurem , quae duas habent partes squales • 
circa Centrum B alternarim dilpofitas , duas invenimus fupra 
aquationes , qua: inter Coordinatas x & m funt. 

I. 

o = scx + 6« +yx' + $x'u -ptxuu + 1 fu' +»x' -J-Sx*t/-(- &c. 

I 1. 

0=0. + £x' + yxu + Su' +fX* -J- ^x'l/-)->fX , t/ , -J-6xt/ , + &c. 

Quare , fl in urraque harum aequationum, ponatur u=y — a, 
habebuntur duae aequationes generales inter Coordinatas x & y 
pro Curvis algebraicis quaeflioni propofitae fatisfacienribus. Sa- 
tisfacit ergo primo omnis Linea recta per puiuflum B diufta , 
deinde quoque omnis Seiflio conica Centrum habens in punc- 
to B quaeflionem lolvct. Quia vero hoc polleriori cafu utri- 
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II. que Abfciffie AP , 8 t A Q gemina Applicata refpondet , ( nifi 
~ Curva exiflente Hyperbola , Applicatae aireri Afymto se paral- 
ieis capiantur ; ) bina habebuntur Applicatarum paria eandem 
jfummam conflituentia. 

383.51 quaeratur Curv^AfflA T , in qua non fumma bina- 
rum Applicatarum P M St Q N , fed fumma quarumcunque 
potefla tum earum fit conflans, folutio fimili modo abfolvetur. 

Oporteat enim eflTe P M n + Q N n = r a n : atque perfpi- 

cuum efl huic conditioni fatisfieri hac atquatione y n =.a n -\- Q, 
exiflente Q Funttione quacunque impari ipfius x : erit enim 
PM n = a" + Q, & QN n = a n — Q : ideoque P M n + 

Q N n = i a n . Ponatur y n — a n = u , atque atquatio u= Q 
exprimet naturam Cunae duabus partibus aequalibus alternis 
circa Centrum B difpofitis praeditam inter Coordinatas x & «, 
Quam ob rem fi in aequationibus praecedenti datis ubique 

loco d feribatur y n — a n , prodibunt atquationes generales pro 

Curvis quaefito fatisfacientibus, 

384. Cum igitur hujufrnodi quatfliones nihil habeant diffi- 
cultatis, propoiita fit hzc quaeflio , qua quaeritur Curva MBN , 
ita ut in Axe a pun^lo fixo A , fi fumantur utrinque AblcifTae 
A P , A Q squales , redlangulum Applicatarum P M . QN 
futurum fit magnitudinis conflantis , puta = a a. Hujus quaefi- 
tionis plures dari poliunt folutiones particulares , quarum prae- 
cipuas , antequam in generalem inquiramus , hic evolvamus. 
Sit P Fundlio par , & Q Funclio impar ipfius Abfciffe AP=x, 
ac ponatur Applicata P M = y = P + Q ; ex qua, fumta 
-v negativa , fiet Q N = P — Q. Oportet ergo effe PM X 
Q N= PP — Q Q = aa, feu P = ^(aa + C I U ® ex- 

preffio V ( oa + QQ) i quia Q Q efl Funflio par ipfius x , ac 
iJrojpterea quoque ipfa Funcliouem parem exhibet , conve— 
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nientem valorem pro P prasbet. Hinc pro Curva quarfita habe- 
bitur illa aquatio y= Q + V ( oa -f- QQ ) , fumeudo pro Q 
Functionem quamcunque imparem ipfius x. 

38). Cum autem fjgnum radicale per fe ambiguitatem in- 
volvat , unicuique AbidlTas x gemina reTpondcbit Applicata , 
altera affirmativa altera negativa ; lic , Abfcifftc A P refpoii- 
debunt Appi catae Q ■+■ yj^aa + QQ) & Q — V(aa-)-QQ); at 
AbfcilTs A Q convenient Applicatas — Q + V («« + QQ) 
& — Q — -f- Q ) : unde Curva partes habebit aequa- 
les circa punctum A , tanquam Centrum , alternarim politas. 
Neque vero hanc ambiguitatem a figno ortam tollere licet , 

fumendo pro O ejufmodi FunCtionem imparem , uti ~ — x , 
qua fiat aa -j- QQ quadratum ; fieret enim V {oa + QQ) = 
x ideoque FunCtio impar, qus in locum ipfius P fubf- 

titui non poflet. Quocirca pro Q ejufmodi Functio impar 
ipfius x fumi debet, ut aa-\- QQ non fiat quadratum. 

386. Simili modo, fi ponatur y= (P + Q) n , fie.t QN=s 
(P — Q)" : ideoque efle debebit ( P' — Q‘) n =fla. Hinc 

fiet P' = a n -f- Q n , & P = V ( cl " -f- Q n ]> , qus quan- 
titas , dummodo fuerit irrationalis , pro P afliimi poterit.- 
Quare pro Curva quaftioui fatisfaciente obtinebitur hsc tequa- 

2 

rio y = ( Q -J- V ( « " + Q’ ) )**. ConftruCtio autem harum 
Curvarum erit facilis : defcribatur Curva qusecunque duas- 
partes fimiles & squales habens alternarim circa Centrum A 
politas , hujufque Curvae Applicata Ablcifls AP =.x refpon- 
dens ponatur ,- erit ^ Fumftio impar ipfius x ideoque 
in locum ipfius Q fubftitui poterit. At , ex aquatione in-* 

I i 

venia oritur y n — Q = y , (tf' I +Q") : ideoque Q ==- 


C A p. 

X V I. 
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-..lL-±L 




Ponatur — = m ; atque , fi in arquatione 






Jim 


■, obtine- 


inter j & x data ubique ponatur { = 

*/" _ > 

bitur aquatio inter x & y pro Curva quafita. Cum igitur 
inter ^ & x binas invenerimus aequationes ; icilicet , vel i 

o= * + C xx -J- i xi -J- <r^ -j- «2* + £*';{ 4 “ »*Y + 8**' + &c. 

vel 

° == *■*"■}* +>*’ +^*’T+«^‘+ si' + ■*’ + «X^ + Stc. 

fi in his aquationibus ponatur %x=y ‘ — ( diviforen* 

2 negligimus quia pro Q quodcunque multiplum ipfius f fumi 
potefi ) , dux orientur aquationes generales pro Curvis qua- 
fito fatisfacientibus, 

387. Sit, prater P , quoque R Fundio par, & prater Q 
quoque S Fundio impar ipfius x , ac llatuatur pro Cunis 

quafitis hac aquatio y = —i. ^ = PM : erit ergo Q^N=^ 
? , fietque ^ p Q% =:aa , cui conditioni facillime 

A u A A u «J 

fatisfit ponendo y =-p-^-S-n , vel etiam ftatuendo y = 

( Q Hoc modo prius incommodum , quod cuique 

Abfcilfa dua plurefve Applicata refpondebant , evitatur, atque 
ejufmodi Curva inveniuntur, ut fingulis Abfciffis unica tantum 
Applicata refpondeat. Hinc Curva fimplicifiima fatisfaciens 

b 4- x 


erit Linea fecundi ordinis hac aquatione y = ■ _ * a con- 
jenta \ atque ideo Hyperbola. Hyperbola vero etiam fatisfaejt 

aquationi 
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«cuniioni prius invent* y= Q-f-V(cfl-|-<2Q), ponendo C 
Q =z nx : erit enim yy — zr.xy = aa. Unde huic problemati 
duplici modo per Hyperbolam fatis fieri poreft. 


388. His prxmiffis , perfpicuum efl «quationem pro Curva 
qu*fita ita comparatam die debere, ut ea, fi loco x . ponatur 
• — x , & ~ loco y , nullam alterarior.em patiatur. Hujuf- 

niodi formula: fttnt (y” + - — ) P , & (y” — Q >' fi 

y" y n 

quidem P Fundionem parem & Q imparem- ipfius x denotet. 
Quod fi ergo «quatio formetur , qua: ex quorcunque hujuf- 
modi formulis fuerit compojita , ca erit pro Curva quxfiioni 
fatisfaciente. Quod fi ergo M, P, R, T, &c. , denotent 
Fundiones quafcunque pares ipfius x , atque N, Q, S, V , 
&c. Fundiones impares , fequens «quatio generalis habebitur 


o = M+(.^ + f)P + e/ a +" r )R+{^+f)Tlkc. 

+ <i-7 > Q+ f-Y-yp s + ( i~7 > v&c - 


qux fi multiplicetur per Fundionem imparem ipfius x , Func- 
tiones pares in impares & viciffim permutabuntur : unde etiam 
hujufmodi «quatio fatisfariet 


.=i»+(i + i)e+(« + ")S+(5 + iir I ,c 
+ (i— 7) P + ("~) R + (S-jT) 

qu« «quationes a fradionibus. liberatae dabunt has «quationes 
rationales ordinis indefiniti n 


Euleri Introduci, in Anal, infin, Tom. II. 
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0Z=ayMJra n 'y + (P-f-Q) + a y ' (/?+•$)+•* ' y''' {T -\-V) h.t: 
■\-a Y 'y"{P— Q)+« nt V *(jR —S)-\-a^ y \T—y) &«. 


Oz=zay A r -|-J y (P-j-Q)-j-a y * (,R-f-.5)-}-a y (T-{-V)!iC. 
• a * y (P — Q) — y (R—S) — a"^y J (2’— J^Scc. 


3S9. In formulis vero ( y + ^ ) P , & (y — ) Q 

loco n quoque numeros frados fcrsbere licet. Quare , fi pro 
n fcribantur numeri ~ , -- , , &c. ex arquationibus 

generalibus hinc oriundis irrationali tas fponte evanefcet , habe- 
bitur enim 


ay V ay 


ay y/ay 


T + Src. 


+ Z=A Q 4--£=£- 5 + X_=aL V + &c . 
ayy/ay ay y/ jy 

vel hxc xquatio 

o = +Z±!Q+ 5 4- V 4- &c. 

• V*/ v a y\ *y “y \ J y 

4-.lzzi P 4-±=£l /i 4- r 4- &c. 

Vaj' ay V ay ayyjay 

qur a fradionibus liberati’ abeunt in has 
0 = + a y * ( P — Q)4" J y (^"bS) 4* a y ** ( T -|- V) Jre, 

4 " J ' J' ( -P + <? ) + a + ~/ 1 CR — ) 4 ' a r+ V" 1 ( T V) &c_ 

6 : 

0 = 4- a"/' ( P + C ) 4- a’ V i: ( K + ^ ) + a"'V t3 (T + y) Jcc. 
— a°V(^-<2)-« V ( R — S ) — ( T — V) 
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390. Ex his quatuor aquationibus jam ex fingulis Linearum C a 
ordinibus ea: , quae problema refolvant , facile invenientur. Ac * v 
primo quidem , ex primo ordine fatisfacit Linea recta Axi AP 
parallela ac per pundum B tranfiens. Ex ordine fecundo bina; 
aquationes priores, faciendo n= 1, dant a.axy-j-yy — 
a a = o , qua ex fecunda nafeitur , ponendo N = ct x , & 

P = x. , & Q = o. Prima enim nullam dat Lineam curvam ; 
bina: pofteriores aquationes dant , faciendo n = o ,y (a. -f- 
(Zx) + a ( et — / 3 x) = o. Ex ordine tertio bina: xquatio- 
nes priores dant , faciendo n = 1 

o = ay(a + Zxx ) +yy (y + $ x ) 

+ aa (y — £ x) 

& • 

o = c.ayx + yy (y +0 .v) 

— a a ( y — Sx ) 

• 

binx autem scftuationes pofteriores dant , ponendo n = o , 

&'n = t 

o—y (ct + £* + y*x) 

+ (et £jf + yxt) 

. & 

o = ay’ (ct + £x) 4-y’ 

+ a y ( «, — £ x ) + a' 

fimiliquc modo e:: fequentibus ordinibus omnes Lines qux- 
lito fatisfacientes reperientur. 


Ddi 


V 
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CAPUT XVII. 

Di inventione Curvarum ex aliis proprietatibus. 

39 1. Questiones, quas in praecedente Capite refolvimus , 
ira erant comparata , ut ad aquationem inter Coordinatas „ 
live redangulas live obliquangulas , facile revocari poliunt- 
Nunc igitur ejufmodi proprietates contemplemur , qu® non 
immediate Applicatas inter fe parallelas refpiciant ; veluri 
fi rectarum ex dato quodam pundo ad Curvam ed udarum in- 
doles quspiam proponatur. Sit C pundum , unde reda; ad 
Curvam educantur CM , CN, atque proprietas quepiam has 
redas refpiciens fuerit propofita : conveniet a modo hadenus 
ufitaro naturam Cuharum per Coordinatas exprimendi , ita 
recedere , ut ilis red® in aquationem introducantur. 

391. Cum igitur pluribus aliis modis natur® Linearum 
aquationibus comprehendi queant , qu® inter duas variabiles 
formentur, in prefenti negotio quantitas red® C AI ex dato 
pundo C ad Curvam e.Iud® alterius variabilis locum fuflineat.. 
Tum vero alia opus erit variabili , qua fitus red» C M de- 
finiatur ; hunc in linem alfumatur reda quxpiain C A per punc- 
tum C duda pro Axe, atque angulus A CM, feti quanti- 
tas ab hoc^angulo pendens , commodiflime vicem alterius va- 
riabilis tenebit. Sit ergo reda C M = ^ , & angulus ACM 
t= rr> , cujus ftnus , tangenfve in aquationem ingrediatur ; at- 
que manifeftum eft , fi detur aquatio queeunque inter ^ & 
fui. <p , feu tang. tp , per eam Curv® A j\l N naturam deter- 
minari , pro quovis enim angulo A C M, definitur longitudo 
red® C M , licque pundum Curv® M determinatur. 

303. Diligentius aurem perpendamus hunc Lineas curvas 
exprimendi modum. Ac pritr.o quidem squetur di dantia ^ 
Fur.dioni cuicunque fimis anguli 9 ; que Fundio fi fuerit uni- 
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formis : videatur reda C M Curva in unico pundo M oc- 
currere , quia angulo si C M = p unicus valor reda C AI 
refpondet. Verum , li angulus <p duobus redis augeatur , ea- 
dem manebit reda C M per pundum C duda politio , hoc 
tantum difcrimine quod in plagam oppolitam dirigatur ; ficque 
alia ejufdem reda: CM inrerfedio cum Curva prodibit, 
etiamfi f xquetur Fundioni uniformi (Inus anguli <p. Scilicet , 
lit P Fundio illa finus anguli <p , ita ut fit p = P , unde oria- 
tur pundum Curva: M ; augeatur nunc angulus <p duobus redis, 
feu ejus finus llatuatur negativus , quo rado abeat P in Q , 
ut fit { = Q ; hinc ergo prodibit nova interfedio ejufdem 
reda; CM produds cum Curva m , fumendo Cm = Q. 

394. Quamvis ergo P lit Fundio uniformis finus 'atiguli rp, 
tamen reda C M , fub dato angulo A C jVf=p , per pundum 
C duda , Curva; in duobus pundis M & m occurret , nili fit 
Q — — P r Quod Ii ergo unaquaque reda C M Curva; 
in unico tantum pundo occurrere dcljcat , quantitatem illam 
P Fundionem clle opportet imparem finus anguli 3. Hoc idem 
autem ufu venit, li P fuerit Fundio impar cofinus anguli <p. 
Quam ob rem omnes Curva; , quas lingula; reda; ex C' educ- 
ta; in unico pundo intcrfecant , continebuntur in hac tequa- 
tione ^ = P ; li quidem P fuerit Fundio impar cum finus tum 
colinus anguli A C M = p. 

395. Cum igitur Curva: , qu$ a redis ex pundo C dadis 
in unico pundo fetantur , contineantur in aequatione P , 
fi P fuerit Fundio impar finus & cofinus anguli p , ftu ejuf- 
medi Fundio , quae valorem negativum induat , li tam finus 
emam cofinus anguli p fla ruatur negativus , hinc facile pro hu- 
jufmodi Curvis tequatio inter Ce ordinatas orthogonalcs re- 
periri poterit. Demiifo enim ex pundo M in Axem C A 


pcrpcncxulo MP , li dicatur C P = x , P J 5 f=y , er: e 
: ftn. <p & ~ = cof. p ; unde , fi P fuerit Fundio in par 

ipfarum — & y - , 

L * 15 


A 


omnes jflse Curva continebuntur L» Ium 


C. A r. 
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ir 4 DE INVENTIONE CURVARUM 
tn. II. aquatione ^ = P. A fimpliciflimis ergo incipiendo , erit 

' «i , fy . ■>? i <f ? 

f=T + T + “ + 7 *■ 

atque ad altiores poteftates afcendendo , erit 

- _ 1 * 4. il. 4. y.L fA + i£l + . ?*> . 4. _^£Zl + 

‘ * * * .y F F F 

f-1 + i££ + ivr + ivi + &c> 

F )\ x \ xx 

796. Si hxc aquatio per ^ dividatur , ubique pares tantum 
ipfius ^ occurrent poteftates : ideoque , cum fir ^ = V (** + 
yy ) , eliminando? nulia irrationalitas in aquatione remanebit, 
prodibitque aquatto rationalis inter .v £cy. /Equario ergo gene- 
ralis ita erit comparata, ut unitas, feu quantitas conflans, 
aquetur , Fundlioni — 1 dimenfionum ipfarum x S: y. Cu- 

jufmcdi Functio fi fuerit P , erit C = P ; ideoque = 

; at erat Fundlio unius dimenfionis ipfarum .v £< y ; 

unde , fi Functio quacunque unius dimenfionis ipfarum xS:y 
sequetur conflanti , aquatio erit pro Curva , quam reche per 
punctum C educlx in unico puncto intcrfecant. 

39 7. Sit P Funciio n dimenfionum ipfarum x Sc y ; & Q 

Fundito n+i dimenfionum ; erit Funciio unius dimen- 
fionis : ideoque omnes Curva , quas hic contemplamur, con- 
tinebuntur in aquatione -p- — c, fcu Q — cP. Denotante 

ergo n numerum qucmtenqi-.e , aquatio generalis pro his 
Curvis erit 

e.x n ~t~' + Qx n y + yx n 1 j* + S x n 1 y' + tx n 3 y 4 + & c . 
= c ( Ax n + n ./'— 1 y + Cx n ~- 1 y + D x n — > y’ + &c. ) 
Ev qt:a Linea fingulcrum ordinum , qua a rcdlis ex pundlo C 
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eduftis in unico tantum 
tionibus continebuntur. 

I. 

ct X + V = C 

I I. 

n x' -J- £ x y -}- y y y = c(Ax B y) 

I I f. 

*x' -f- £ x‘ y -{- y xy' + Sy' = c( y/x’ -J-Z?xy-}-Cyy) 

I V. 

ctx 4 + C x’y + y x'y‘ + $ xy' -{- € y"* = 

C (A x‘ B x y 4~ C x y' -f- 1) y' ) 

&c. 

39 8. Primum ergo Linea rectu fatisfacir, quam utique cons- 
tat ab aliis Lineis reftis per datum punitam duitis nan nili 
in uno puncto fucari po.Tb. Secunda aequatio eft pro Senio- 
nibus conicis generalis , d unnio Io Seftio conica per ipfuni 
punitum C tranfeat , quae i.nerfeitio , cum omnibus rectis ex 
C eduftis communis fit , non computatur ; quoniam ergo Sec- 
tiones coni ccs a refla quacunque noaaifi iu duobus punitis 
fecari poliant , omnis recta per punitum C in ipfa Curva ut- 
cumque fumtum tranfiens unicam tantum prsbsbit interfeftio- 
nem. I .inore autem curvx fequentium ordinum omnes per ip- 
fum punctum C tranfeunt, qua interfectio omnibus rectis per 
C ductis communis pariter non computatur. Atque idcirco 
cx altioribus ordinibus in aquationibus exhibitis ea tantum 
continentur, quas refla per C ducta in unico punito iutcr- 
fecant. Sic igitur omnes enumeravimus Curvas algcbraicas , 
qua a reftis per datum punitum C duit.s nonnili in unico 
punito trajiciuntur. 

399. Progrediamur jam ad eas Curvas inveffigandas quas 

finguia refla per punitum C ducte vel in duobus punctis in- 
terfccant , vel mifquam; fi quidem radices squ itionis duplicem 
interfectionem indicantis fiunt imaginaria. Cum igitur pro 
quovis angulo AC d 1 — , refla C Af= j duplicem for— 

ti.itur valoreni , ea per aquationem quadiatica.n definietur. Sic 


punito fecantur in fequeatibus aci: a- C a r. 
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itaque — P £ -f- Q = o : ubi P &. Q finr Funclion.es an-< 
guli tp l'eu ejus (inus cofinufve. Quoniam vero retia C Ivi 
Curvam nonnifi in cluobus pundis AI & N fecare debet, non 
folum P & Q Fundicnes uniformes anguli tp efle oportet , ,fed 
etiam nudo angulo tp duobus redis nullae no\ x interfediones 
oriri debent : id quod evenit fi P fuerit Fundio impar finus 
& coftnus anguli p , ita ut valorem induat negativum , fi finus 
& cofinus negative accipiantur : Q autem clle debet Fundio 
per ejufdem finus & cofinus. 


400. Pofitis autem Coordinatis ortltogonalibus CP = x, Sc 
P M=y { erit E=fm.p , & ~ = coj.tp ; ideoque P de- 
bebit el!e Fundio impar ipfarum & y - ; & Q Fundio par 

ipfarum ~ & Ex his colligitur fore — Fundio ratio- 
nalis ipfarum x & y , atque adeo Fundio liomogenca — 1 
dlmenfionum. Simili modo erit Fundio rationalis ipfarum 

7 7 • 

. 1 1 

x & y homogenea — x dimenlionum. Quod fi ergo fuerit 
L Fundio homogenea ( /1 + x ) dimenfionum , Ai Fundio ho- * 
mogenea (n + 1) dimenfionum , atque N Fundio homogenea 
n dimenfionum quxeunque ipfarum x & y , fradio exhibe- 

bit Fundionem convenientem pro — , & — Fundionem 

.? -e 

convenientem pro Quare, cum fit Q = o, 

• P O ^ ^ 

erit 1 + ~=o : unde squatio generalis pro Cur- 

vis , qux a redis per puudum C dudis in duobus pundis 
fecantur , erit 1 — ~ + -^r = o , feu L — Af+ 2 V=o; 

ubi eft Pz=-A & Q = — y-* = — — r - ; eritque adeo 

P. Fundio irrationalis ipfarum x & y , ob ^ = y (xx + yy), 

& Q eft Fundio rationalis nullius dimenfionis. 

401, Hinc 
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401. Hinc jam facile erit ex quovis Linearum ordine eas Ca 
exhibere , qua; a redis per datum pundum C dudis in duo- x v 
bus pundis vel nufquam interlucentur. Pro fecundo fcilicet 
ordine fiat n= o , ac prodibit aequatio gcncralillima Sedio- 
num conicarum. 

k xx + C* y + yy y — Sx — t y - J- £= o. 

Pundo ergo C fumto ubicunque , omnis reda per id duda Sec- 
tionem conicam vel in duobus pundis vel nufquam iuterfc- 
cabit. lnterim tamen fieri potefl , ut uoaqutcpiam reda Cur- 
vam in uno tantum pundo interfecet,- quod , cum inter infinitas 
illas redas per C dudas vel uni vel duabus tantum ufuveniat , 
hac exceptio nullius erit momenti : quin etiam ita hoc para- 
doxon explicari potcft , ur altera interfedio in infinitum abeat ; 
quam ob caularn illa exceptio noftro alferto nullam vim inferre 
cenfenda e(l. 

402. Quo autem pateat quibus cafibus illa exceptio locum 
habeat aquationem inter x & y reducamus ad aquationem in- 
ter ^ & angulum ACM=cp', qua; , ob y = ^.Jin.rp, & 
jc = j. coj. 9 , abibit in hanc 

t' U W-») ' f. ccf. ? y {/in. e) •) j (<t. cof. ? -J- i.Jiit. f) -{- { — O: 

ex qua patet , fi fuerit coefriciens ipfius squalis nihilo , uni— 

• cam tantum inrerfedioncm locum habere ; quod ergo evenit 
fi fuerit «. + S. tang. 9+7 ( tang. 9 )‘ =0. Quod fi ergo 
hac aquario duas habeat radices reales , duobus cafibus reda 
per C educta Curvam in unico tantum pundo fetabit. Quo- 
niam vero cjtifdem rriuationis radices indicant Afymtotas Cur- 
va: , perfpicmim ell Hyperbolus a redis alteri Afy 111 tota: pa- 
rallelig in unico tantum pundo focari , cujufmodi redx per 
pundum C tranfeuntes dtu: tantum dantur. In Parabola vero 
unica reda Axi parallela hanc exceptionem patietur. Verum 
fi Scdio conica fuerit Eliipfis , ubicunque afliimatur pundum 

Eulcri InlrcJucl. in Anal, injin. Tom. U, E e 
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2 ^ C , omnis reda per id duita Curvam vel nufquam vel in duobus 
punitis fecabit. 

4*53. Lines tertii ordinis i fla proprietate gaudentes , pofito 
n = i , continebuntur in hac squatione 

*x' + + yxy' + fy' — t*’ — £xy — »y* -f- Gx + iy =0 , 

qux quidem in fe complectitur omnes Lineas tertii ordinis * 
qux ergo omnes huc pertinent , dummodo punitum C in ipfa 
Curva capiatur. Faito enim x — o , ftmul y valorem obtinet 
evanefeentem. Simili modo pro Curvis quarti ordinis quxfito 
fatisfacientibus punitum C non folum in Curva fed fimul ejus 
punitum duplex c(Te debet ; omnis ergo Linea quarti ordinis 
punito duplici praklita quxfito fatisfaciet , dummodo punitum 
C in punito duplici ftatuatur. Sin autem C fuerit adeo Curvas 
punitum triplex , tum omnis reita per id duita Curvam in 
unico punito interfecabit , pertinebitque ad cafum primo con- 
fideratum. Pari modo Line® quinti ordinis fatisfacient , fi 
punitum C in earum punito triplici ftatuatur , atque ita porro. 
Perpetuo autem notandum eft , fi reita per C duita parallela 
fiat alicui Afymtot® reit® feu Axi Afymtot® parabolic® r 
tum femper unicam dari interfectionem , ultera in infinitum 
abeunte. 

404. Egregie hsc conveniunt cum natura Linearum cujuf- 
que ordinis: quia enim Linea cujufque ordinis a Linea reit? 
in tot punitis interfecari poteft , quot exponens ordinis con- 
tinet unitates , ( atque revera in totidem punitis interfecatur , 
nifi aliquot interfeitiones vel fiant imaginari® vel in infinitum 
abeant: ) & quia hic omnes interfeitiones, fiye reales fi ve 
in infinito faitas five imaginarias , ®que computamus , eafque 
tantum excludimus qu® in ipfo punito C fiunt ; manifeflum 
eft cum Linea ordinis n in n punitis a quaque Linea rlita fe- 
cetur , punitum C in punito totuplici , quot numerus n — •% 
continet unitates , collocari debere , ut interfeilio duple» 
prodeat. 
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4®J- His notatis facile erit problemata, qui circa relatio- 
nem inter quofque binos iplius ^ vaJores C M & C N proponi 
folent , vel refolvere , vel folutionis inconvenientiam offendere. 
Cum enim duo ipfius ^ valores C M & CN fmt radices hujus 
aquationis — P { + Q= o , erit ipforum fumma=P, 
& reflangulum eorum CM.CN=( % ). Quare, fi primum 
requirantur ejufmodi Curva: , in quibus ubique fit fumma 
C M -\- C N conflans, Funflionem P quantitatem conflantem 
effe oporteret. Cum autem ex quiflionis natpra unaquique 
refla per C dufla Curvat in duobus tantum punflis occurrere 

debeat , necefie efl ut fit P = ( $. 399 ) , 

qux quantitas irrationalitatem involvens nunquam conflans efle 
potefl. Atque idcirco nulla datur Cuna, huic quiflioni pro- 
prie fatisfuciens. 

406. Quod fi autem ifla conditio , qua dux tantum cu- 
jufque reflat per C duftat interfefliones cum Curva poflulan- 
tur , omittatur atque ejufmodi quxrantur Curva: , qua: quidem 
plures duabus interfefliones exhibeant , inter eas aurem duae 
M & N ejufmodi adfint , ut fit C M + C N quantitas conf- 
tans, tales Curvae innumerabiles exhiberi poterunt, 'ponendo 
P = quantitati illi conflanti C M -f- C N = a. Erit enim 

+ Q=o , denotante Q Funflionem ; & quia 
liate xquatio adhuc irrationalitate laborat , ea fublata , erit 

{’ = ({{ + Q)’ • feu a’ = ( 1 + •— )' , feu a L' = 

(xx-j-yy)(I.’ + a LN NN ) , in qua erit L Funflioho- 
mogenea n -f- r , at N Funflio homogenea n dimenfionum ip- 
farum x & y. Simpliciifima ergo Curva hoc fenfu quxftionem 
refolvens habebitur fi ponatur L = xx + yy & N===z^jrbb , 
eritque aa ( xx -+- yy ) = ( xx + yy i bb )' , qux efl pro Linea 
quarti ordinis complexa ; compleflirur enim duos Circulos in 
C concentricos. Curvi autem continui fimpliciffimi quifiro 
(atisfacientes erunt fexti ordinis, ponendo L = *xx £*y-f~, 

E e 1. 
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yy' , & N=jrbb , pro quibus aequatio erit aa(«.xx- f- 

Qxy +yyyy — (xx-)-yy)(a.xx + Zxy+yyy±bb) . Sit 

«=i * c=0 > & y =°> crIt yy + xx = 

r :x r 4 -f •ihbxx b' 

feu y — ~ — fnrr • 

4.07. Sin autem hujufmodi folutiones , quibus re£l® per C 
duifl® Curvam in pluribus quam duobus punftis imerfecant , 
excludantur , quam conditionem natura qusftionis requirere 
videtur , nulla: prorftis Curva: quadlioni fatisfacere funt dicen- 
di ; ac propterea nulla dabitur Linea continua , quae a redlis 
per C ductis ita in duobus tantum pumflis M & N interfe- 
cctur, ut fumma C M -f- C N fit conflans. At vero fi ifl® 
interfeifliones hujus indolis poftulentur , ut re&angulum CMX. 
C N debeat ede conflans , quae proprietas in Circulum ita 
competit ut is fatisfaciat ubicunque pumflum C capiatur , infi- 
cit® ali® Line® curv® inveniri poterunt , qu® idem prsflent. 
Debebit enim Q efife quantitas conflans, squalis fcilicet -illi 
re&angulo C M. C N , quod fit = a a ; 'qu® pofitio , cum fit 

Q=—^, ac propterea Fumflio rationalis ipfarum x'&i y , 
non pugnat. 

408. Sit igitur ZU=aa, feu L = iferhffi l , 

atque Curv® quilito fatisfacientes omnes continebuntur in hac 
aequatione 1 1 ~h^. v ^ — J\J -p N = o , feu Maa = 

d d 

N (x x yy aa) , ubi M denotat Fumflionem quamcunque 
homogcncam n + 1 dimenfionum , N vero Fun&ionem homo- 

gencam n dimenfionum ipfarum x fit y , ita ut fit = 

1 ^ 1 aa Fumflio unius dimer.fionis ipfarum x & y. H®c 

ergo squatio omnes comple&itur Curvas , qu® a rcJbis per C 
duiflis in duobus tantum pumflis M&.N ita fecantur , ut redlaa- 
gulum C M. CN fit ubique conflans = aa. 
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409. Cum igitur fit Fumftio homogenaa unius dlinen- 
fionis ipfarum x £c y , rufus fimpiiciilinius prodibit fi ponatur 
-jy = 2 — ~ » cx c i uo orietur r.s: aquario rx + yy — a 

(ccxr + 3 y) ~{-oa = o, qu® fcmper eit pro Circulo: & , 
cum fit aquatio pro Circulo generalis inter Coordmatas or- 
thogonalcs , manifeftum efl Circulum cjuxfito farisfacere , ubi- 
cunque pumftum C accipiatur, omnino uti ex Elementis conf- 
tat. Prater Circulum ergo ex S.-ftionibus conicis nulla alia 
Curva huic quiihoni fatisfacit. Verum ex fi.igulis ordinibus 
Linearum fequentibus infinita Linearum fatisfacientium copia 
exhiberi poteft : & quidem omnes , qua ex quolibet ordine 
fatisfaciunt. Sic Linea tertii ordinis , qu® ifthac proprietate 
gaudent , continebuntur in hac aquatione 

o. xx -j- Cxy 4~ yvy . * x -f- yy -f- a a 

• x-^-ty) ~~ aa 

feu 

(f«r-|-fy) ( XX -\~yy) a («xx-f- Cxy -f ->yy ) -|-aj ( Sx -(- ty) = 9. 


Atque funili modo ex omnibus fequentibus Linearam ordini- 
bus e® , qu® fatisfaciunt , exhibebuntur. 

410. Propofita jam fit h®c quxflio , ut inter omnes Lineas 
curvas , qu® a re£tis per pumftum C ductis in duobus punctis 
fecantur , e® definiantur , in quibus lit fumma quadratorum 
C M' -f- C N' quantitas conflans „ puta = a a. Cum igitur 
fit CM+CN=P , & CM.CN=q , erit C M' -j~ 
C N' = PP — 1 Q ; debebit ergo efic P P — iQ = 1 aa , 

fcu Q = P p ~ 1 J i , Quare , ob P = — ^ , £c Q — 


L 

11 L 
« 


erit 


1 N; ? M Af ? ? 

L LL 


■ 1 ,r KM 

1 aa ; ideoque N = — - 


; qu* xquatio , cum fit L Fumftio n + 1 dimenfionuni , 
Jki- Functio n + 1 dimciifionum , & N Fumftio n dimenfionum 
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II. ipfarum xScy , nullam implicat difficultatem. Sumtis ergo pro 
L & M ejufmodi Fundtionibus , erit N=~‘^ — : unde pro 

Curvis quaefito fatisfacientibus ifta refultat xquatio generalis 
t ha i MM aaL 

L-M+- r — ^ = °> 
feu 

*.LL ( xx -f- yy ) — xLM ( xx -\-yy ) -f- MM ( xx -{-yy ) xaaLL = o j 

qua: , fi fit M= o , pra:bet Circulum cujus Centrum in C , 
quem quxfito fatisfacere per fe eft perfpicuum. 

41 1. Ponamus n + 1 =0 , ut fit M quantitas conflans 
= ib , & L = : tx $y , atque orietur Linea quarti ordi-« 
nis hac zquatione contenta 

(sz-f-.Sy)' (xx -h yy aj) xb (az-J-.fy) (xz+yj) + x bb (zx-f-jy) == o.’ 

Alia aequatio quarti ordinis reperitur , fi ponatur L= xx -{-yy 
& M=i (a,x+/3y) a , tum enim aequatio per xxx -f- xyy 
divifa dabit 

(rz+yv)’ xa (*z-{-/9y) [xx+yy) -f- xaa (»zf^)‘ aa (xx+yy) = o. 

Nifi autem divifio per xx -f- yy fuccedat , aequatio inventa 
( ponendo x M loco M ) , qua: eft 

LL (xx+yy) xLM ( xx+yy) + *MM ( xx +yy ) aall = e , 

femper erit ordinis x n + 6 , ideoque ex quolibet ordine pari 
obtinetur a:quatio pro Curva fatisfaciente. Praeterea vero , fi 
L per xx + yy fuerit divifibilis , fcilicet , fi , denotante Func- 
tionem quamcunque homogeneam n dimenfionum ipfaruin x 
&y, fuerit L=z(xx-\-yy)N , orietur alia aquatio generalis hxc 

NN ( xx -{-yy )* — xMN ( xx -{-yy) xMM — aaNN{xx -{-yy) =0 , 

qua: eft ordinis x n -f- 4 , ita ut ex fingiflis ordinibus paribus 
duplex nafcatur aequatio pro Curvis propofita proprietate gau- 
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(Sentibus. Sic , ex ordine fcxto fatisfucient Curvi in his dua- 
bus aequationibus contentae 

( axx 4* fixy -j- yyy )’ ( xx -{-yy aa) ia ( i 1 x -f- iy ) ( xx ~\-yy ) 

( *XX + ftxy-{- yyy a.( J x -J- ty ) ) = o , 

& 

(■ r * + «y)’ (.xx -pyy) (xx-hj^ aa) = 

M ( axx + &xy -h yyy ) ( ( tx + iy ) ( xx -fjy ) a («arx + tyy -\-yyy)). 

In nullo ergo Linearum ordine impari ulla datur Linea hanc 
quaeftionem refolvens. 

411. Si jam non quaerantur ejufmodi Curvae , in quibus fit 
fumma quadratorum C AI' + CN' conftans , fed in quibus fit 
CM' + C M . C N + C N' vel generaliter C M‘ + n . C Mx 
CN-p- C N‘ quantitas conftans ; problema fimili modo refo- 
lutionem admittet. Cum enim fit C AI' + n. C AI . C N -+> 
C N' = P' + (« — a-) Q , ponatur P' + Q=aa, 

eritque Q = ^ P - , qua: aequatio nullo incommodo la- 
borat. Cum igitur fit P = ^ , & Q = , erit -^j-L -f« 

(n i)Nzz •> «r • aaL ■ M * 

i -i — — 1 = aa ; ideoque JSI = r r-p. 

Quare , cum aequatio pro Curva fit L — AI -f- N = o , ha- 
bebitur pro hac proprietate, qua C AI' + n . CAI. CiV-f- 
CN‘ debet ede conftantis magnitudinis — a a , ifta aequatio 

(n — i) LL ^ — (n — a) LAI ^ -f- ciaLL — Ad'{{= o 
feu , ob {{ = xx + yy , erit 
aaLL + (arxr-f-yy) ( (n — i) L' — (n — i ) LAI — Ai‘)=o, 


C a». 
XVII. 


exiftente L Fundione m -(- x , & M. , m -f- 1 dimenfionum 
ipfarum x & y. Sit N FundHo quicunque homogenea m 
dimenfionum , ac ponatur L = (xx + yy ) N » prodibit alia 
aequatio generalis haec 

'M.xx+yj)N‘+ (/1 — i){xx+yy)'N‘ —(a — »X*z-f-yjO#*V — M'=o , 


— V 
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a*4 . DE INVENTIONE CUKVJRUM 

Iib. II. 413. Si ftatuatur n = z , ut fit (CAI-f- CNy=aa , fiet,' 

— ’ vel a,iLL-= (xx=yy ) A 1 M , vel MM=aa{xx -\-yy)N‘ . 

Ufraque aurem iquario cum 'fit homogenea , continebit duas 
plurefve xquationcs hujus fornn a.y = 3 -v ; idcoque quifito 
fntisficri non poterit nifi duabus pluribufve rcclis per punClum 
C dutftis , qui aurem cum eo fenfu , quo quiftio proponitur , 
non fatisfaciant , perfpicuum eft hoc problema nullam admit- 
tere folutionem , uri fupra jam notavimus : deberet enim elfe • 
CM -f- C N ■=. conflanti a. Quod fi vero ftatuatur n = — i, 
ita ut quadranim diffcrenrix ( CN — C AI)' , ideoque ipfa 
differentia M N deberet efle conftans , orientur hi duz aqua- 
tiones 

aaLL = (xx+yy)(zL — M ) 1 

& 

• a ( xx -\-yy ) KN— ( 1 ( x x -{-yy ) N M)' 

flnde fimpli®iffima folutio oritur, fi ponatur ■ZV'=i&Af=2 
zbx ; erit enim 

• aa(xx-\-yy)=4(xx+yy — bx'/ , 
feu , pofiro <ia=8cc erit, 

(xx + yy )* = 1 (oc-|- bx) (xx + yy) — bbxx. 

Ergo xx yy = cc -f- bx + c^(cc -f- zbx), 
atque 

y = V ( cc -f- bx — xx + c V ( cc + zbx)). 

414. Dantur ergo innumerabiles Lincte curva: , qtix a re&is 
per punchmi C du<£lis ita in duobus puntftis M & N lecantur, 
ut intervallum MN perpetuo fit conftans. Ac primo quideni , 
paret huic conditioni fatisfiicere Circulum in C Centrum ha- 
bentem, erit enim tum perpetuo intervallum AIN= Diametro 
Ci rciili ; prodit autem Circulus ex aquationibus generalibus, 
fi ponatur M=o. Tum vero, poft Circulum, fatisfaciunt 
Linei quarti ordinis hac iquations ca (xx + yy) = 4 (xx + 
yy — bx)' , atque hac aaxx = (xx + yy) (ix- — zb)' , 
contenti ; ad quarum formam cognofcendam expediet ad 

zquationem 
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iquationcm inter ^ & ang. p regredi. Cum igitur fit xx -f- C\r. 
yy.—Il • & x — i-cof.p, tk y==$.fin.p 3 polito XV H ' 

erit primo 

cc l\ = (f{ — ‘of-VY 

Itu 

b. cof. p + c = 
tumque 

ec ( cof. p )‘ = ( cof p — b)‘ 
feu 



ex quibus flicilis Curvarum conftrudio nafeitur. 

415. Ad Curvam enim atquatione 7 = b. cof.p-\-c conten- Tab. 
tam confi ruendam , per C ducatur reda ACB , in qua fuma- XX. 
tur CD = b, & cx D fumatur utrinque DA=DB=c , erunt gj» 
primo punda A & B in Curva qutefita. Tum , duda quavis * 
reda NCM per C , cx D in eam demittatur perpendiculum 
DL, & ab L utrinque fumatur LM=LN=c, erunt 
punda M & N in qusfita Curva ; ideoque perpetuo inter- 
vallum M N = r c , uti quzf io poftulat. 

Hic notandum efi , fi fuerit CD = b minor quam c , Cur- Fig. 
ram in C habituram efic punciuni conjugatum. 

■ Sin autem fit Z> = c , Curva in C Cufpide erit pradita , Fig.S+i 
evanefccute intervallo AC. 

Denique , fi fit b minor quam c , punflum A inter C & B Fig. 8$. 
cadet , Curvaque in C habebit nodum feu pur.dum duplex. 
Ceterum harum Curvarum Diameter erit reda ACB 3 & qua: 
huic normaliter infifi.it ECF erit =ic. 


416. Pratter has Curvas in fe redeuntes cx Linearum ordine 
quarto , etiam fiuisfaciunt cx codam ordine alia: in infinitum 

excurrentes , qua: hac aequatione { = + c continentur. 

Quarum confirudio ita fu habebit ; duda per C reda princi- 
pali CAB , fumatur C D = b , capiaturque DA= DB=c ; 
erunt punda A & B in Curva. Deinde , per D ducatur nor- 
Euleri Introduci, in Ana!, inf.n, Tom. II. FI 


T A B. 
X X I. 
1 'ig. S5. 
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ii 6 DE INCENTIONE CUR VARUM 
L«. II. malis EDF ; &, afla refla quacunque CL, erit CZ=> 
, vocato angulo DCL = p. Tum perpetuo abfcinda- 

tur LM= LN=c , atque punfla M & N determinabunt 
Curvam quccfitam. Ex hac autem conllruflione perfpjcuum 
eft, Curvam fic defcriptam ede Conchoidem V eterum ,■ polum 
C habentem , & Afymtotain reflam EF , ad quam quatuor 
Curva; rami in infinitum convergunt. Vocatur autem portio 
h B h Conckois exterior, & gxig interior, praeter quas partes 
in C punflum exiftit conjugatum. 

417. Ha; Curvae ex Linearum ordine quarto fatisfaciunt. 
Facile autem erit Curvas ahiorum ordinum quot libuerit ex- 
hibere. Quod fi enim fuerit P Funftio impar finus & cofinuj 
anguli cp , tum ifla xquatio 7 = bP + c prarbebit Curvam 
continuam , quam omnes refla; per C duflx ira in duobus 
punflis M & N lecabunt , ut intervallum MN fururum fit 
conflans = a. c. Referri autem ha: Curvas omnes poterunt 
ad genus Conchoidalium , loco refles EF direflricis fubfti— 
tuendo Lineam quamcunque Curvam squatione j = b P 
' contentam. Supra autem vidimus hanc aquationem in fe com- 
plefli Lineas curvas , qu® a reflis per punflum C duflis non- 
nifi in uno punfto fecentur. Quare , ob intervallum c arbitra- 
rium , ex unaquaque Curva q = bP innumerabiles Curva: $d 
pr®fens inflitutum accommodat® deferibi poterunt. 

rj- A B 418. Sumatur fcilicet pro lubitu Curva CEDLF, qu» 
XXI. ab omnibus reflis per punflum C duflis in unicis tantum punc* 
F>g- 87- tis D , L , fecetur. Tum in his fingulis reflis C L produftis 
utrinque ab L capiantur intervalla aequalia LM=LN=c ; 
eruntque punfla M St N in Curva quaifita. Sic igitur motu 
continuo deferibi poterit Curva x4MPCQBNRC, qu® a 
fingulis reflis per C duflis in binis punflis M & N ita inter- 
fecabitur , ut intervallum MN fit perpetuo conflans =i c. 
Ubi notandum eft , fi Curva CEDF fuerit Circulus per punc- 
tum C duflus , tum Curvam defcriptam fore eandem Lineam, 
quarti ordinis , quam primo invenimus $. 414. 
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EX si L IIS PROPRIE TATIE US. 127 

419. Sic igitur fatisfecimus quaeflioni , qua quaerebantur Li- 
neae curva: A M N a redis per putidum C dudis ita fecandx 
jn duobus punctis M & N , ut eflet CA T — CM fcu C AI' 
— xCM. CN CN' perpetuo quantitas conflans. Paucis 
igitur adhuc evolvamus cafum , quo CAi' -\~CAl.CN-\- 
C N' debet effe quantitas conflans. In §. 412. ergo poni de- 
Let /i=j , ficque nafcetur vel illa aequatio 

aaLL = (xx+yy) (£* — LM + M‘) 

exiflente L Fundione m + 1 , & ilf Fundione m dimenfio- 
num ipfarum x & y. Vel orietur hsc altera aequatio 

0 a ( xx -jryy ) NN = ( xx -(- yy )* NN (iz -J- yy ) M N M M 

in qua AI efl Fundio homogenea una dimenfxone fuperior 
ipfarum x & y , quam Fundio N. 

420. Primum quidem perfpicuum eft , fi ponatur M=o , 
prodire Circulum , cujus Centrum in pundo C fit conflitu- 
tum ; qui , cum omnes redx ex C ad Curvam dudae fint squa- 
les , etiam omnibus hujus generis qusflionibus fatisfacit. 
Pro praetenti autem calii poit Circulum Curvae fimpliciflims 
prodibunt , fi in priori aquatione ponatur AI=b & L=x , 
eritque 

aaxx = (rt + yy ) (xx — bx + bb) 
five 

xx ( a a bb bx — xx) 

yy bb — b x -f— x x 

Quod fx autem in altera aquatione ponatur N= 1 , & AI= 
bx , habebitur quoque Linea quarti ordinis 

ac (xx-|-yy)=(x.Y +yj)' — bx(xx +yy)+bbxx, 

feu 

kx + yy = -'-bx + aa + y' ( a* + ~ calx — llxx ) 
quae pariter , ac prior , qusflioni fatisfaciet. 


C a r; 
XVII. 


T A B. 
X X. 
Fig. 8r. 


Ff x 


ti8 DE INVENTIONE CURVARUM 

411. His expeditis quxftionibus , confideremus altiores po- 
teftates binorum ipfius ^ valorum ex xquatione — P\ -j- 
Q = o , exiftente P= —£- & Q=ElS : ubi L Fun&io- 

nem homogencam n -f- 1 ; AI, n + 1 & N, n dimenfionum 
ipfarum x & y figuificat ; eftque x = AbfcilF® CP & y= 
Applicat® P AI. Propofita igitur fit quxllio , qua bin® in- 
terlectiones AI & N ejus indolis requiruntur, ut ITt CM' + 
CN'=a'. Cum ergo fit, ex aequationis 7 ’ — Pz Q = o , 

natura , C AI' -f- CN' = P' — 3P Q debebit die P' — 
3 PQ=a ' : qu® xquatio , cum P' ik P Q fint quantitates 
irrationaies , locum habere nequit. Huic ergo quxfiioni in 
fcricco fenfu prorfus latislieri non potefi: : fin autem numerus 
interfectionum non fpeeeetur etiamfi duabus piares prodeant , 
tum quidem infinitis modis Curva: fatislacieutes inveniri pof- 

funt , ponendo Q=- — — — , & pro P capiendo Funflio- 
nem quamcunque finus & cofinus anguli ACAI = <p. 


411. Sin autem ejufmodi Curv® requirantur , in quibus ITt 
CM* + CN t = a' , tum poni debebit P'^= ^P‘Q- J r iQQ 
= <1* ; qu® xquatio, cum nulla infit irrationalitas , nullam 
involvit contradi&ionem. Debebit ergo elfe Q = PP -j- 
V ( y P' -f- — a ) , qu® Funflio , non obliante figno 

radicali , tanquam uniformis fpcflari poteft, quia fi V( y P' + 
~a ' ) fumeretur negative, pro [ valores imaginarii refultarent.. 


pro Curva fit L — AI -(- N = 1 


erit 




fea ;; 
M' ? 


1 L' 


Confequenter , fublata irrationalitate , erit 


MlZ 4 _ 

L ' L 

'+± a ') = a.. 
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EX ALIIS PROPRIETATIBUS. 


£r ( LL — LM + MM ) = + -f * 4 , 

ftu 

(.vx +yyy(i(IL — LM+ MM)' — M 4 ) =«*!*, 
qua; omnes Curvas fatisfacientes in fe complebitur. 

413. Alio faciliori modo , uti fupra < 5 . 371 , hxc & fimi- 
les quxfliones refolvi poterunt. Cum enim fit C M . C X 
= Q, fi altera ipfiirum C M & CN dicatur = 4, erit al- 
tera = - 2 - = , oh Q = Quare , fi debeat e(Te 

C Ai" + C N n = a 1 ; fiet ?” -f- — — — = a n ; idcoque 

1 L n 


Ck 

X V 


Tl T ’ 1 

7 n L 

* N" 


qux aquatio , fi fuerit n numerus par , jam 


efi: rationalis quxfitoque fatisfaciet. At , fi fit n numerus im- 
par , ad irrationalitatem tollendam quadrata fumi debent ; quo 
fit , ut numerus interlcbiouum duplicetur , ficqtie Curva oria- 
tur non eo ficnfu fatisfacicns uti defideratur. Sic , fi debent 


efle C M' + CN‘=a ' , fiet - = *.v + 37 = TZ~;h/' r i u * 

convenit cum fupra inventa xx + yy = ~£ - a a j \y ~r~E ( 4 10 ) » 
ob L — M -V = o. Generaliter ergo fi debeat eifc 
C M n + C N n = a n fueritque n numerus par, obtinebitur 


n jn jfi n T n 

ifla xquatio r" = (xx+iy) 1 = = ■— 

1 1 L n + N n L’ l + {L—Mj n , 

exiftentibus L Funbione m -f- 2 dimenlionum , M Funbione 
m -j- 1 dimenfionum , & N Funbionc m dimenfionum ipfa- 
rum x & y. 

414. Hxc eadem folutio etiam ex confideratione fummx 
CM-\-CN=P, eruitur. Si enim altera ipfarum C M <Sc 


DE INVENTIONE CURVARUM 
C N ponatur = j , erit altera=P — Hinc , fi C 
C N n debeat efle conflans , erit + ( P — ^ ) n = a". Vi- 
dimus autem efle debere P = ^ , & Q = ; ita ut fit L 


— — M N=o ; ex quo erit % 


n ?{M—L) n _ 
L n 


feu 


n 

{ = 


a n L n 


, vel f — 


a L 1 


■ : vel , eliminando 


L n -f- ( M — L ) 11 L n + N n 

T ■ n a n (M .V)" tT • r c ■ 

L , erit 7 = lix xquationes , fi fuerit n 

— N) n +N n 

numerus par , conditionem propofiram adxquate adimplent. 
At, fi n fit numerus impar , dabuntur quidem dua: interlec- 
tiones M & N , ut fit C M n + C N" = a n ; at prxter 
has habebuntur dua: aiix interfediones eadem proprietate 
gaudentes , ita ut quxlibet refla per C duda bis proprietatem 
propofitam involvar. 


415. His expolitis, facile erit quxfliones alias maxime dif- 
ficiles refoivere : debeat enim Curva inveniri qute ab omnibus 
redis per C dudis ita in duobus pundis AI & N fecetur , ut fit 

CM n + CN n + *CAf. CN { CM n 1 + CN n ~ x ) + 


/3 . CM ' . CN' (CAf* 4 + CN n *) &c. quantitas conf- 
tans = a 1 . Ponatur alter valor CM= 3 , erit alter CN 
= ^ “ ; quibus taloribus fubflitutis orietur ifia «qua- 
tio , qua natura Curva exprimitur , ( L n 4- -N" + N 

( L" 1 4- N *— 2 ) 4 - $L‘N‘( L n 4 4 - N n *) 4 - &c.) 
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a n L n . Eft autem L — M + N = o , atque L , AI, & 

N funt FunCtiones homogenei ipfarum x & y dimenfionum 
m + 1 * m -f- i & m , uti fupra defcripfimus : unde erit , vel 
L = M — iV , vel N = AI — L ficque infiniti folurione» 
hinc deducentur. 

4 z6. Pergamus jam ad Curvas inveftigandas , qua: a fingulis 
rcCtis per 'punfium fixum C dtiCtis in tribus punCiis fccentur. 
Hujufmodi ergo Curvarum natura exprimetur hac iquatione 
generali 

— P{+Qi— R=o: 

• 

ubi f denotat diftantiam cujufque Curve punCti a C ; & P , 
Q, R funt Functiones anguli ACAI = <p, ejufve finus & 
cofinus. Per eafdcm autem rationes quas fupra allegavimus 
apparet , ne plures quam tres interfectiones prodeant , P & R 
efie debere FunCtiones impares iplius Jln. cp & coj. p ; verum 
Q flatui debere FunCtionem parem. Quod fi ergo ponantur 
Coordinati orthogonales C P = x , P M = y , ut fit x x -f- 
jy=^, atque denotent K, L , M , & N FunCtiones homo- 
geneas ( n -J- 3 ), ( n + 1 ), (n + 1 ) & « dimenfionum ipfa- 
rum .r & y , fore P = , Q = —II f ^ : i<deoc|ue 

inter Coordtnatas orthogonales x &cy habebitur pro hujufmodi 
Curvis iita iquario generalis 

K—L+M—N= o; 

ex qua patet punctum C fore Curvi punctum totuplex quot 
ndex n contjneat unitates. 

4Z7. Primum ergo , huc pertinent omnes Line* tertii or- 
dinis , ubicunque punCtum C extra Curvam capiatur. Deinde , 
in hac iquatione continentur omnes Linei quarti ordinis , 
dummodo punCtum C in ipfa Curva accipiatur. Tertio, om- 
nes Linei quinti ordinis, io quibus datur punitum duplex huc 
referuntur , fi modo punctum C in earum puncto duplici couf- 


► jpos* 




\ 


431 VE INVENTIONE CURVARUM 

Ttb. II. lituatur. Similique modo Linea: ahiorum ordinum hanc con-* 
’’’ ditionem implebunt , fi habeantur puncta multiplicia tanti ex- 
ponentis , ejuot n contineat unitates, fi n +3 exponat ordi- 
nem , ad quem «quatio pertineat. 

4i3. Sint p , q, r tres illi valores ipfius ^ , quos obtinet 
ex «quatione — P{ ‘ + — il = o, pro quovis va- 

lore anguli C A M = ; eritque , ex natura «quationum 

F= p-\-q~\- r \ Q= pq p r q r &. R = p q r. Cum jam 

P & R per x & y rationaliter exprimi nequeant , manifeflum 
cfi ejulmodi Curvas exhiberi nen pofTe , in quibus fit vel 
p + q H- r vel p q r quantitas contui ns , neque adeo ulla Func- 
tio impar ipiarum p, q , & r , conflanti «qualis poni poterit. 
Pares autem Functiones fine ulla difficultate conflantem valo- 
rem obtinere poterunt. Sic , fi requiratur ut (\tp q -\-p r -f- 

qr=aa, erit Q = aa : ideoque M (xx •+tjy)= 

aaK; qui valor in aquatione K — L-\-M — N = o , fubfli- 
tutus , dabit aquationem generalem omnes Cunas hac pro- 
prietate praditas in fe compicdlcnrcm : 


M ( xx -\-yy ) a a L a a ?>I a a N = 0 ,• 

vel , eliminando M, hanc 


(xir-J-yj) K — {xx+yy) L-\-aaK — ( * x -hr.y ) A r ==o. 


419. Pari modo , alia: fimiles qusfliones facile rcfolventur. 
Uti , quatratur Curva , qus a rediis per C’ duci is ita in tribus 
pundtis fecetur , ut fit p' -j- q' -j- r' = a. Cum enim fit 


p + q + r = P' 

, T._p zMy, 

JV.’ K 


fiet: 


— atque Q = ^ , 

cr. , feu(.r.v+37) — L' — z (v.r -ryy) K M=± 


<taKK. At, pro Curvis tres intcrfeclioncs admittentibus ha- 
betur hxc «quatio generalis K — L -{- M — N = o , cujus 
natura in hoc confiflit ut maximus ipfarum x Scy dimenfionum 

numerus 


/ 
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numerus ternario fuperet minimum. Quo igitur hujufmodi C a r. 
obtineatur aequatio , fimulque fit (.vx+yy)L‘ — x ( xx 4 - yy ) ^ v 1 
KM=aa KK , multiplicetur illa aequatio per i(xx-\ -yy)K t 
ut eliminari padit M , atque prodibit haec aequatio generalis 
calui propolito (atisfaciens 

X(xx^[-yy) KK— l(xx-hyy) KL-^-{xx-\-yy) L’ — aaKK—i[xx-\-yy) KX= o. 

Membrum enim , in quo plurimae infiint dimenfiones , eft 
2 ( xx yy ) KK , contincrque m + 8 dimenfiones ipfarum x & 
y ; atque membrum infimum cft x(xx +yy) KN , & continet 
xn -f- 5 dimenfiones , uti natura rei poftulat. 

430. Quoniam ergo neque fummum neque imum mem- 
brum evanefeere poteft , ponamus , ad Curvam fimplicillimam 
inveniendam, n = o; firque 2 V=£>' , K=.x(xx +yy) , & 

L = o, atque prodibit hscc aequatio 

2 (xx -| -yy )' x' — *■ att xx ( xx ~\~yy )‘ xb'x (xx-t -yy)' =o , 

qux per 2*(*.x +yy)’ divifa praebet hanc 

x ( xx +yy ) aax — b' = o , 

quae pertinet ad ordinem tertium. Sin autem non fit L=o, 
fed L = xc (.vx-J-yy), prodibit xquatio ordinis quarti 

xx (xx d -yy ) lex (xx -f jj) + lcc (xx -f ~yy) aaxx b 'x = o , 

feu 

xx(xrd-j 7 ) + X Y (xx+yy) — jaxx+lb' x. 

Simili autem modo ex altioribus ordinibus plurimae alis 
Curvae q me' boni fatisfacicntes eruentur. 

431. Deinde etiam Curvae inveniri poterunt ex in quibus 
fit p‘ q' + r quantitas confians. Cum enim fit p' + q + r* 

= P' — 4 P‘ Q + x QQ 4- 4 PR, poni debabit P' — 

4 ^Q + iQQ + 4P^==c\ 

Erit ergo 

2 4 ( L* • — 4 K L 4 1 K * +4 K' L N ) = r 4 IV ‘ 

ideoqite 

4 IV LN? — e 4 K' — y ( L 4 — 4 K L' M+ :K' M 1 ),, 

.Euleri Introduci, in Anal. injin. Tcm. II. G g 


i 3 4 DE INVENTIONE CURVARUM 

Iib. II. unde valor ipfius N in axjuatione K — L + M — N=o^. 
~ fubftitutus dabit aquationem generalem pro Curvis huic con- 
ditioni latisfacienribus. 

431. Poterit autem fimul & huic conditioni p' + 4* + r* 
= c 4 , & procedenti p' + q' -f- r = a fatisfieri. Per hanc 
enim efle debet 77 L’ — Z77 KM=.aaKK unde fit 177KAI 
— — aaKK.. 

Deinde , cum fit 

4 K' LN^-=c'K' — ZY-l-4 KL:M? — i/TAfy 
erit 

= + — zaaKL' 4 ' — 

& 

4 K'LM'? ssz.1 KL’C 1 aaK'L U . 

Subfiituantur hi valores loco M & N in oquatione K — 
L+M—N=o, feu 4 K , Z f 1 — + — 

<±K‘ LN f =^o , atque prodibit hoc aquatio pro Curva 

4K'£^ — 4K , £ , t , + 2K£ , 4 4 — 2 a' K' L \\ — c 4 K A — 

L * 4' -hi a' K' L' 44 + iK' fiP 4* = o. 

At , ob 

KM 44 = -f £‘44 — — ; aaKK 
' erit 

zIC M'i‘ = ±L' 4 4 — aaK' L' n + ± a' K’ , 
ideoque pro Curvis quofitis habebitur hoc aquatio generalis 

8K-£4 4 — 8 K‘L' 4 4 + 4 K L' 4* — *a'K' £44 — ic'K' — 

£ 4 4 4 •+■ 1 a' K’ L' 44 -f d' K' = 0. 

433. Quia K debet e(Te Funftio homogcnea ipfarum x & 
y una dimenfione altior quam L , Curva fimplicifiima in qua 
tres interfediones exhibeant fimul p' -f- q -f- r = a' , & 
p 4 + q' + r' = c 4 prodibit , fi ponatur K = \\, & L = 

0 x ; erit ergo 
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EX ALIIS PROPRIETATIBUS. 

8Ax{* — iHxxi' + 4*'* 't* — 4 a'iz 5 ‘ — zc 4 j 4 — *'* 4 + C**: 
za'b'x'1' + <J 4 * 4 = °, ' X V 1 L 

quae , ob ^ = x .v -]- yy , cft rationalis prabetque Lineam 
Ordinis feprimi , cujus C eft punftum quadruplex. Alia au- 
tem linea feptimi ordinis fatisfaciens obtinebitur , fi ponatur 
K = x, ScL=bi erit enim 

— 8 bbxx? + 4 b'x ? — \xabx'w — ie 4 * 4 — V 
• zaabbxx\\ -fi" a 4 * 4 = o , 

feu 

< 4 a a b x' ^ T laabbxx\\-\* lc‘i 4 a 4 x 4 

? $ b &' 8 b b x x -f- , 4 ' x b 4 

Unde fit 

laabx' -xabbxx ^ x x\!(i fot-h!>) ( 

K , b{ ix b) { qxx ibx-\-bb) 

434. Jam ulterius progredi liceret ad Curvas , qua: a retiis 
per pundtum C dudtis in quatuor punctis interfccentur ; atque 
ex iis ili* inveniri pollent , qua: datis proprietatibus fint p re- 
dit*. Verum , fi ad prscepta in praecedentibus tradita atten- 
damus , nulla prorfus fupererit difficultas, omuiaque, quae in 
ltoc genere defiderari poterunt , fine nullo fere labore vel ex* 
pedientur , vel, nifi quaeftio folutionem genuinam admittat, 
hoc ipfum ftatim cognofeetur. Quam ob rem huic materi® 
amplius non immorabor , ad aliud argumentum ad cognitio- 
nem Linearum curvarum pertinens progreflurus. 


I 

I 

l 

fi 

0 

J 

* 

] 

■ 


Gg z 


Digitized by Google 


z 3 6 DE SIMILITUDINE ET AFFINITATE 


• — — ■ 

IlB. II. 

CAPUT XVIII. 

De Similitudine & AJJinitatc Linearum curvarum. 

435. In tynni aquatione pro Linea curva, prater Coordi- 
riatas orthogonales x&y, ineffe debent quantitates conflan- 
tes , vel. una vel plures , uti a, b , c , &c. ; .quibus Linea 
conflantes defignantur , & qua cum variabilibus x & y ubi- 
que eundem Linearum dimenfionum numerum , conflituunt : 
Si enim in uno termino extet produ&um ex n Lineis in fe in- 
vicem multiplicatis , neceffe efl ut in fingulis reliquis terminis 
totidem Linea in fe invicem multiplicentur , quoniam alias 
quantitates heterogenea inter fe comparari deberent , quod 
/teri non potell. Quocirca in omni aquatione pro Linea cuna 
Linea conflantes a, b, c, &c. , *cum variabilibus x & y ubi- 
que eundem dimenfionum numerum conflituent , nili forte 
Linea quapiam conflans unitate vel alio numero abfoluto ex- 
primatur.. Hoc igitur notato, fi nulla Linea conflantes in 
aquatione ineffent , tum variabiles x&y fola ubique eundem 
dimenfionum numerum adimplerent , ideoque Fundtionem ho- 
mogeneam conflituerent. Supra autem jam vidimus tmjufmodi 
aquationem ad Lineam curvam non pertinere , fed aliquot 
xeflas fe invicem in eodem punflo interfecaotes exhibere. 

436. Contemplemur igitur aquationem in qua , prarer bi- 
nas variabiles x &y , unica infit Linea conflans a ; ita ut tres 
Linea a,x, 8 cy ubique in aquatione eundem dimenfionum 
numerum conflituant. Hujufmodi ergo aquatio , prout Linea 
conflanti a alii atque alii valores tribuantur , infinitas producet 
Lineas curvas , qua tantum quantitate a fe invicem di fert - 
parent , ceterum vero omnino fimiles inter fe lint futura. Om- 
nes ergo Linea curva, qua hoc modo in eadem aquatione com- 
prehenduntur , merito ad idem genus referantur atque inter fc 
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finiiles e(Tc cenfentur., neque aliud in illis deprehendetur dif- 
crimen , nifi quod in Circulis diverfi magnitudinis incile in- 

relligitur. 


Cap. 
XVII r. N 


437 - Quo hic fimilitudo melius. percipiatur , confideremus 
aquationem determinatam, prater variabiles x & y , unicam 
Lineam conflantem a , quam Paramctrum vocare liceat , con- 
tinentem , hanc 

y' 2 x' -(- ayy aa x i a ay = o. 


Sit AC valor Parametri a ; atque, exiftente AC = a 3 flt Tau. 
AMB Linea curva hac aequatione contenta, fumta refla AB j 
pro Axe , vocatilque Coordinatis AP = x & PM=y. ‘ s ' 0 
Tribuatur jam Paramerro a quicunque aiius valor a c^=a , 
fitque amb Linea curva , quam nunc illa aequatio pribet , 
eruntque hi Lines curvae AMB & amb inter fe fimiles. Tab. 
Quod fi enim maneat AC = a, AP = .v , /Wf— y , at- 
que fit ac = — AC = — ; tum vero capiatur ap==i 


~ AP = , erit p ni = ~ P AI == ; namque fi 

in illa' iquatione , loco a , x , & y , feribantur rcfpeclive 

— , — & L. ob omnes terminos per n' divifes , eadem, 
n n n 1 

ipfa refultabit iquatio. 


438. Curvi ergo fnniles hanc habebunt proprietatem , ex 
qua fimilitudinis natura eo luculentius apparebit , ut furatis 
Abfcillis A P, ap in ratione Paramctrorurn AC & ac Appli- 
cati EM & pm fimul eandem habitura lint rationem : fcili- 
cet , fi fumatur AP : apz=.AC : ac , tum quoque erit 
PM : p m = AC : ac. Cum ergo fit AP : PM = ap: pm , 
hi Curvi in fenfu geomerrico inter fe erunt fimiles , atque , 
quantitate excepta , iifdcm prorfus affectionibus gaudebunt. 
Sannis nimirum Abfciflis A P , ap homologis feu Parametris 
AC & ac proportionalibus, non folum Applicati P AI & 
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Lt*. IT. pm ratioaem tenebunt Parametrorum fed etiam omnes ali£. 
Linea: fi militer du&2 , quin etiam Curvarum arcus A AI & am 
erant ut AC & ac. Tum vero etiam Area: fimiles AP M 
& apm erunt in ratione duplicata , feu ut AC' ad ac'. At- 
que , fi fumantur duo puncta homologa O & o quacunque , 
ita ut fit A O : ao = AC : ac , ex iifque fub squalibus 
angulis AOM, aom ad Curvas redae ducantur & om, 
erit quoque O M : om = AC : ac. Ob fimilitudinem deni- 
que etiam Tangentes in pun&is homologis M & m ad Axem 
squaliter inclinabuntur , atque adeo radii ofculi ibidem tene- 
bunt rationem Parametrorum AC & ac. 

439. Hinc patet omnes Circulos ede figuras fimiles, qua: con- 
tinentur squatione yy= — xx ; parique modo omnes Cur- 

va: squatione yy = (ix contenta:, hoc elt omnes Parabola: r 
erunt inter fe figura: fimiles. Ex hujufmodi autem aequatio- 
nibus , quibus Curvas fimiles contineri vidimus , quia Coor- 
dinats x & y cum Parametro a ubique eundem conftituunt 
dimenfionum numerum ; fi valor ipfius y definiatur , reperie- 
tur is squalis Fun&ioni Iiomogenes unius dimenfionis ipfarum 
Q & x. Viciflim ergo , fi denotet P Fundionem homogencam 
•unius dimenfionis ipfarum a & x , sequatio y = P innumera- 
biles continebit Curvas fimiles , qus oriuntur , fi Parametro a 
fucceffive alii atque alii valores tribuamur. Simili a urent 
modo ex hujufmodi atquatioae pro Curvis fimiiibus Abfcifia x 
«equabitur Fundioni unius dimenfionis ipfarum a & y , atque 
ipla Parameter a squalis erit Functioni unius dimenfionis ip- 
farum x & y. 

• 440. Data autem Curva quacunque A MB t infinita: alia: ipfi 

fimiles amb per facilem praxin deferibi poflimt. Sumatur enim 
ratio -quacunque , quam latera homologa Curva: data: & def- 
cribenda: inter fe tenere debeant , qus fit 1 : n ; atque , fi Curva 
data AMB referatur ad Axem AB per Coordinatas nor- 
males A P & P M , fuper Axe fimiii ab capiatur Ahfcifia ap, 
ut fit A P : ap = 1 : n , & ex p erigatur Applicata normalis 
p r.i , ut fit parityr P M : p m 1 : n t erirque punclum m ig 
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Curva fimi li a m b , ita ut pun&a M & m fint homologa. 
Vel , defcriptio quoque ex punclo quocunque fixo O abfolvi 
poterit; lumto enim in Curva' defcribcnda pundto fimili fixo 
o , fiat perpetuo angulus a o m a:qualis angulo A O M , & ab- 
fcindatur o m , ut fit O M: o m = x : n , eritque pundtum m 
pariter in Curva fimili amb. Hoc itaque modo , pro quamvis 
r.irione t : n ad arbitrium aflumra, Curva fimilis deferibi po- 
rerit. Solent autem in hunc finem confici inflrumenta mecha- 
dica , quorum ope figura cujufcunque magnitudinis , qua: fint 
nata: fimiles , delineari poliunt.. 

441. Quod fi igitur natura Cunae propoli re AM expri- 
matur sequatione quacunque inter Coordinatas A P = x , & 
PM = y , inde facili negotio reperietur tequatio pro Curva 
fimili am. Sit enim AbfcilTa homologa a p = X & Applicata 
pm=.Y ; erit ex conftru&ione x : Jf= 1 :n &y: Y==r.n; 

JC y , * / 

unde fir x = — & y = — . Hi ergo valores in aquatione 

in x & y data fubllituti producent aequationem inter X Si Y 
pro Curvis fimilibus. Si igitur in hac nova aequatione folre 
Coordinare X & Y cum littera n dimenfiones conftituere cen- 
feantur * numerus dimenfionum ubique erit nullus ; vel , fi. 
aequatio , ad fraitiones tollendas , multiplicetur per quampiam 
poteftatem ipfius n , orietur aquatio , in qua tres lia: quanti- 
tates X, Y, & n ubique eundem dimenfionum nupierum pro- 
ducant. Supra autem vidimus in omni aequatione pro Curvis 
fimilibus ambas Coordinatas cum ea conllante , cujus varia- 
tione Curvte fimiles exiftunt , ubique eundem dimenfionum 
numerum coniti tuere ; quod igitur eft criterium aequationum 
Curvas fimiles continentium. 

441. Quemadmodum in Cunis fimilibus AJrfcilTs & Ap- 
plicata: homo!oga> in eadem ratione five augentur live dimi- 
nuuntur; ita, fi Abfcilre aliam fequantur rationem , aliam vero 
Applicare , Curva: non amplius orientur limites. Verum ta- 
men , quia Curva: hoc modo orta: inter fe quandam Affinita- 
tem tenent, has Curvas ajfines vocabimus : complectitur ergo> 


Caf. 

XVIII. 
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T.ra II. Affinitas fub fe fimilitudinem tanquam fpeciem : quippe Curva 
affines in fimiles abeunt, fi ambas illx rationes , quas Abfalfas 
Tu. Ci. Applicata; leorfim fequuntur , evadant aquales. Ex Curva 
J- ergo quacunque data AMB innumerabiles Curvae attines amb 
J ' reperientur hoc modo ; fumatur Abfcifla ap , ita ut fit slP : 
' J ' ap=i : m; tum conflituatur Applicata pm , ut fit PM : pm=z 
i : n ; ficque , mutando harum rationum i : m & i : n , vel al- 
terutram vel utramque , innumerabiles prodibunt Curva; , qua; 
primae A MU erunt affines. 

4 13. Exprimatur natura Curva; data: AMB aquatione qua- 
cunque inter Coordinatas orthogonalcs AP.~ x , & PAl = y; 
atque in Curva affini amb modo prxccdente deferipta pona- 
tur Ablcifia ap = X, & Applicata pm^=Y, obx: X = 

t- v* y 

i : m , & y : Y = i : n , erit x= — & j = — Quod ft 

ergo hi valeres in arquatione inter x&.y data fubftituantur , 
proveniet aquatio generalis pro Curvis affinibus inter X & Y. 
Ad hujus aquationis naturam penitius evolvendam , ponamus 
aequationem pro Curva data AMB ita effe conformatam , ut 
Applicata y arquetur Fundfioni cuicunque ipfius * , qua; fit 
P , feu efle y = P. Si igitur in P loco x fubffituatur 

fiet P Functio nullius dimenfionis ipfarum X (k m ; ideo- 
que aquatio generalis pro Curvis Affinibus ita erit comparata , 
ut arcuetur Fundlioni nullius dimenfionis ipfarum X & m ; 

fcu , quod eodem redit, Functio nullius dimenfionis ipfarum 
Y c: n aquabitur Funftioni nullius dimenfionis ipfarum X & m, 

434. Difcrimen autem inter Curvas fimiles & affines hoc 
potiffimum e fi; notandum , quod Curva , qtuc funt fimiles ref- 
peecu unius Axis vel punfti fixi, exdem fimiles fint futuras 
refpcctu aliorum quorumvis Axium fcu pumftorum homologo- 
rum. Curvx autem , quas tantum funt affines , tales tantum 
funt refpc&u eorum Axium , ad quos referuntur, neque pro 
lubitu alii Axes, feu puufla homologa, in ipfis dantur, ad 

qu* 
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qus affinitas referri poffit. Ceterum vero , notandum eft , uti C a r. 
omnes Curvae fimiles ad eundem ordinem , atque adeo ad ^ 
idem Linearum Genus referuntur ; ita etiam Curvas affines 
femper in eodem Linearum ordine eodemque genere compre- 
hendi. Qu* ut clarius percipiantur, fimilitudinem atque affi- 
nitatem nonnullis exemplis Curvarum notiorum illuflraiFe con- 
veniet. 

445. Sit igitur Curva data Circulus ad Diametrum relatus, 

cuius natura exprimitur aquatione yy = x cx — xv.Ponatur 
x = - - & y = , atque asquatio inter X & Y refultans 

compleretur omnes Curvas fimiles ; erit autem — r= — 

L n n 

y y 

— ,feu, Y‘=xncX — XX-, ex qua patet omnes Curvas 
Circulos fimiles quoque effe Circulos , quorum Diametri xr.c 
utcunque diferepent. Ad Curvas autem Circulo affines inve- 
ruendas ponatur x== — &y = — , prodibitque = 

LZ-h- — feu m' Y' = x mn' c X — nn XX, qux eft 

aequatio generalis pro Ellipfi ad alterum Axem principalem 
relata ; unde iutelligitur omnes Ellipfes effe Lineas curvas 
Circulo affines. Quare , omnes Ellipfes funt quoque Curvse inter 
fe affines. Simili autem modo inteiligetur , omr.es Hyperbo- 
las elle Curvas inter fe affines. Ellipfes autem , atque etiam 
Hyperbolae, ia quibus eadem ratio inter binos Axes princi- 
pales intercedit , Curvas erunt inter fe fimiles. 

44 6. Quod ad Parabolam aequatione yy =■ c x expreffam 
attinet, psrfpicuum quidem eft omnes Curvas ipfi fimiles quo- 
que effe Parabolas , atque adeo omnes Parabolas effe Curvas 
inter fe fimiles. Quod fi autem ad Curvas Parabola: affines 

fpectemus , pofito y = — & x = , prodibit asquatio Y * 

s = z " nJ C X , qu® cum etiam fit pro Parabolis, manifeftum eft, 

Lulcri Introduci, in Anal. infin. Tcm. II, II h 
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u. qui Curvi Parabo!® fint affines , eafdem fimul Paraboli e Te 
li miles ; ira ut hoc cafu fimilitudo ique late pateat atque 
affinitas. Idem quoque eveuit in omnibus Curvis , quarum 
natura exprimitur squatione duobus tantum terminis conflante , 
cujufmodi funt y' = cc.v; y' = cxx; y'x = c' ; &c. ; his 
nimirum Curvis , cum parabolicis tum hyperbol icis, qui alii 
Curvi funt affines eidem quoque funt fimiles ; qui conve- 
nientia in Curvis alius generis non locum habet , uti jam de 
Circulo & Eliipfi notavimus. 

447. Quemadmodum ex data iquatione inter x f’ y> 
quam quotcunquc quantitates conflantes a, b,c, &c. ingre- 
diantur, fi fingulis conflantibus determinati valores tribuantur, 
unica Linea curva determinata oritur; ita , fi una conflantium , 
pura a mutabilis affumatur , eique fuccefTive alii atque alii 
valores tribuantur, quia ex unoquoque valore peculiaris Cur- 
va nafeitur , omnino infiniti Curvi orientur, qui erunt fimi— 
les fi , praiter a , nulli alii Linei conflantes aquationem in- 
grediantur ; contra vero diffimilcs. Sin autem, priter a, alia 
quoque conflans b mutabilis flatuatur ; tum , ob mutabilita- 
tem ipfius b , ex unoquoque ipfius a valore emergent Linei 
curvi infiniti, ficque omnino ex mutabilitate duarum conflan- 
tium a & b infinities infiniti provenient Linei curvi difte- 
rentes. Si infuper tertia conflans c mutabilis affumatur , tum 
adhuc infinities plures refuitabunt Linei cum ; ficque quo 
major fuerit conflantium , qui mutabiles flarmintur , numerus,, 
eo majore infiniti poteflatc numerus Curvarum refultantiunv 
exprimetur. « 

448. Confideremus autem aliquanto diligentius eas Lineas 
curvas infinitas , qui ex una icjuatione prodeunt , dum tan- 
tum una Linearum conflantium mutabilis afTumitur. Hujuf- 
modi autem iquatio , fi idem Axis idemque Abfciflarum ini- 
tium retineatur, non folum Lineas illas curvas infinitas exhi- , 
bet , fed etiam earum pofitionem indicat , ira ut his Curvis 
infinitis fparium quodpiam impleatur , in quo nullum affignari 
queat punctam , quia per id aliqua infinitarum Curvarum tran- 
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feat. Frout ergo aequatio fuerit comparata , Curvae illa: infi- 
nita: vel erunt diffimiles vel fimiles , uti ex praecedentibus ju- 
dicare licet; quin etiam evenire pottll , ut omnes Curvae fint 
inter fe non fotum fimiles fed etiam aequales , ratione litus 
tantum differentes. Sic illa aequatio y = a + V ( icx — xx ) , 
polita a mutabili , exhibebit infinitos Circulos aequales radii = c, 
quorum centra funt in reda ad Axem normali lita. 

449. Hinc etiam vicillim , fi una .eademque Curva fuper 
plano in infinitis diverfis litibus fecundum certam legem deleri- 
batur , aequatio prteberi poterit , qua per unius conflantis mu- 
tabilitatem omnes hac infinitae Curva: inter fe aequales liniul 
exhibeantur. Sit Curva infinitis variis (itibus exhibita Circu- 
lus cujus radius =c, qui ita infiniries deferibatur , uf vertices 
A ,a , datam Curvam Ati L , quae Direcbix vocetur, ccnfli- 
tuant ; Diametri autem a b perpetuo Axi A li maneant paral- 
lelae. Ad aequationem ergo pro his infinitis Circulis invenien- 
dam , fumatur quodvis Diredricis punctum a , unde in Axem 
principalem demittatur perpendiculum, a K. Ponatur AK=a‘ t 
& , ob Diredricem datam , dabitur K a per a : fit ergo K a = 
A , eritque A Fundio quaepiam ipfius a data. Tum cx a' A xi 
principali ducatur parallela ab , qiiiv erit Diameter Circuli Ver- 
ticem in Diredricis puncto a habentis , ex cujus pundo quovis 
m ducatur Applicata m P =y , refpondens Abfciflie A P=x; 
erit ergo ap = x — a , & pm=y — -A. Pofitis autem 
a p = c , C< p m = u ; erit , ex natura Circuli , 11 t/= z c r—~ 
1 1 ; jam, ob t = x — a, & UT=y — A, habebitur (3' — 
A ) = z c ( x — a) — ( x — a )* , qua: erit teqiiatio gene- 
ralis omnes Circulos fecundum Diredricem A a L modo def- 
cripto difpofitos complectens. Omnes fcilicet illi Cifculi ex 
aequatione inventa prodibunt , fi Linea a , a qua fimul A pen- 
det , mutabilis allumatur. 

450. Simili moclp fi , loco Circuli , alia quacunque Linea 
Curva a m b ita promoveatur fecundum dudum Diredricis 
AaL, ut ejus Vertex feu Abfciflarum initium a ifi Diredrice , 
atque Axis ab libi perpetuo parallelus maneat, eadem Linea 

fi h z 
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Lib. II. curva infinities defcripta habebitur, atque aquatio inveniri pod 
terit , qua omnium harum Linearum curvarum natura fimul 
comprehendatur. Data fit natura hujus Curva: promota: per 
aequationem inter Coordinatas a p = t & p m = u ; ac , pro 
Axe principali , ad quem omnes Curva: jun< 5 lim confiderarx 
referantur fumatur reda AB Axibus ab parallela , qttx limul 
fit Axis Direct ricis A a L. Pofiro jam , ut ante A K = a , 
& K a = A , ita ut A fit Funttio quidam ipfius a , vocetur 
Abfcifla AP = x, & Applicata Pm=y, erit t =x — a, 
& u = y — A. Quod fi ergo hi valorcs loco t & // in aequa- 
tione inter t & u data fubftituantur , obtinebitur aequatio 
generalis omnes Curvas amb conjunctim complectens. Qui- 
cunque enim valor determinatus ipfi a tribuatur , prodibit una 
quidam Curva amb ex infinitis qui per hunc motum funt 
defcripta:. Sic , fi Curva amb fuerit Parabola aequatione 
uu=zct expreffa , tum infinita; Paraboli aequales , quarum 
Vertices per Di rectricem A a L funt difpofiti , Axefque redii 
A B paralleli, continebuntur in hac iquatione(y — A)’ = 
c(x — a). 

45 1. Quemadmodum hic Verticem Curvi A in data Cur- 
va Diredtrice ita promoveri pofuimus , ut ejus Axis fibi fem- 
per maneret parallelus ; ita etiam , dum Vertex per datam 
Curvam transfertur , pofitio Axis Curva: a b utcunque variari 
poterit ; ficque multo generalior obtinebitur iquatio pro ea- 
dem Curva in dato plano fecundum quamcunque legem infi- 
T a b. n ' t,es defcripta. Quod quo clarius expediamus , ponamus pri- 
XXII. mum Verticem Curvi A per circumferentiam A a ita pro- 
F‘S- 9 *• gredi , ut Axis Curvi, a b perpetuo ad Centrum Circuli O 
dirigatur. Motus igitur rorarorius Curvi A AI B cum Axe 
B A O circa pundtum O factus exhibebit omnes illos infinitos 
ejufdem Curvi AMB fitus diverfos quos omnes in una 
iquatione , quam conltans quipiam mutabilis pofita ingredia- 
tur , complt&i oportet. 

451. Statuatur radius invariabilis AO = aO=c ; fitque 
angulus A O qui mutabilis a.Tumitur : ex Curvi in fitiv 
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quocunque amb defcriptx punCto quovis m ad rectam O A B 
pro Axe principali, aflumtam demittatur Applicata mP.fitque 
O P = x , & P m=y. Tum ex m in proprium Curvae amb 
Axem a b demittatur quoque perpendicularis m p : vocatifque 
a p = t , & p m = u , dabitur «equario invariabilis inter t & 
u, qua natura Curva; amb exprimitur. Ex P ducatur Ps 
ipft O b parallela, cui Applicata mp produCta occurrat in s ; 
eritqueps = x.fm.x ; Op — Ps=x.cof.x; tum vero, o!> 
angulum P m s = A O a = a . ; erit P J = y. Jin. x &.m s = 
y coj. a.. Hinc erit O p = c + t = .v. cof. x + y.fin. xSc mp = 
u — y. cof. x — x.fin. x In aequatione ergo inter t & u data 
fubftituanturf=x.cq/.’a-|-y./(/t.«. — c &//=y. cof. u. — xjin.x\ 
prodibitque xquatio generalis inter Coordinatas x & y, qux, 
angulo x mutabili airumto , omnes Curvas amb in fc com- 
pleretur. 

453. Promoveatur nunc autem Vertex Curvx AMB fe- 
cundum DireCtricem quamcunque A a L , interea vero politio 
Axis ab continuo ita mutetur, ut angulus .<4 O a quomodo- 
cunquc pendeat a punCto a. Scilicet , Vertice in a verfante , 
fit A K = a , & K a = A , atque angulus A O <2= x; ubi , 
ob Dire&ricem datam, erit A Functio qux Jam cognita ip- 
fius a : anguli x autem fiaus cofinufve lit pariter Fumitio qux- 

piam ipfius a. His pofitis , erit K O = — , & Oa = 

-p~—’ Ex Curvx amb punCto quocunque m primum ad 
Axem principalem A O demittatur perpendiculum m P , tum 
vero etfam in proprium Axem m p , fitque A P = x , Pm = y ; 
& ap = t, p m = u , dabiturque xquatio invariabilis inter 
Coordinatas £& «, ex qua xquatio variabilis inter x &cy om- 
nes Curvas amb complectens definiri debet. 

454. Ad hoc prxftandum ex P in m p produCtam ducatur 
normalis P s , qux erit Axi Curvx ab O parallela : atque , ob 
anguium P ms = A O a = x , erit P s~y. Jin, x tk ms= 
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DE SIMILITUDINE ET AFFINITATE 


A- 


x, erit p s =s 


y. cof. a. Deinde, ob OP = <t-| 

J J ' t.ing. 

a. fin. a. + A. cof. a. — x.fn. « & Op — P s = et. cof. a ■+■ 
x. coj. a. Hinc erit O p = a cfif a + — — 

J r j > t.mg. * 

£;idecque t=\.fn.a. — a.cofa-{- 


tang. *. 

X. cof. A + y.ftl. A 


Jm. a 


x. cof. a — y.fn. a, 8cu = — a. fui. a — A. cof. a -{-x.fn. a + 

y. cof a. Quam ob rem , fi in aequatione inter t (k u data 
iubllituantur , 

f = ( x — a), cof. a — ( y — A ). fn. a 

& 

u = ( x — a ). fn. a + ( y — A ). cof. a 


orietur sequatio quaefira inter x & y. Quacunque ergo lege 
eadem Curva a rnb in plano infinitius dclcribatur , hoc modo 
invenietur aiquario generalis illas Curva omnes fimul in fe 
continens. 

455. Hoc igitur modo in squarionem includuntur Cum 
numero infinita: eatdem , tantum ratione fitus a fe imicemdif- 
crepantes; fi quidem squatio , quse inter f. & u datur, fuerit 
inrariabilis , neque conllantcm mutabilem a in fc continear. 
Quod fi autem una'p!urelve conflantes, c;us in aquatione in- 
ter t ii: u inliint , fimul ab a pendere diurnantur , tum obti- 
nebuntur infinitae Curvae diverlic , (ive fimiles five diflimiles , 
eadem pariter aquatione contentae : Similes fciiicct erunt om- 
nes Curva: , fi aequatio inter t & u ita fuerit comparata ut u 
aequetur Funflioni cuicunque homogenes unius dimenlionis ip- 
farum t & f , exillente f quantitate urcunquq ab a pendente ; 
fin fecus accidat, Curva erunt dilfimiles. 

456. Ut hoc argumentum Curvarum diverfarum exemplo 
illullremus , ponamus infinitos deferihi Circulos AB, a B, 
a m B per datum punflum B tranfeuntes , qui omnes Centra 
fua habeant fita in recla A E , cujufmodi Circulis in mappis 
geographicis meridiani reprsfentari folent. Demittatur ex B 


Digitized by Google 


LINEARUM CURVARUM. 147 


perpendiculum 'n rc&an* AC, (itque B C==c,quo&intcrvnlIum 
elt invariabile. Tum conlideretur Circulus infinitorum deferipto- 
rum quicunque amB ; unde una demi fla Applicata m P , iit C P 
= x , & P m =y , radius porro hujus Circuli, qui , edi rtf- 
pectu ejufdem Circuli elt conilans , tamen refpcctu omnium elt 
mutabilis , pona tur aE= BE=a : erit C E—-- V(aa — cc) &. PZA= 
x + V ( a a — cc). Cum igitur iit P E‘ P m' =na, erit 
y' + x‘ -J- axV ( aa — cc) -f- aa — cc=aa ; feu jy==cc — 
ixTj(aa — cc) — xx :iin autem intervallum CE loco conflantis 
variabilis in aequationem introducatur , ponaturque C E = a , 
habebitur hic aquatio aliquanto limplicior yy=cc — ia>: — 
.v.v,qui, ob mutabilitatem iplius a , omnes omnino Circulos 
per B ductos & Centra in recta A E habentes exhibebit. Si- 
mili vero modo Curvi quicunque infiniti certa quadam lege 
dilpoliti ad unam aquationem revocabuntur , dummodo dif- 
crimen inter conflantes variabiles & invariabiles probe ob- 
fervetur. 


0 r. 

XV Id. 


CAPUT XIX. 

/ * ^ 

De interjectione Curvarum. 

457- Q uemvdmodum Lincz curvi a rectis interfeccntur, 
in prxcedentibus Capitibus jam fipius vidimus , ubi olten- 
dimus Lineas fecundi ordinis a reftis in pluribus quam duo- 
bus punitis fecari non polfe , Lineas autem tertii ordinis 
piures quam tres interlectiones , & quarti ordinis plures quam 
quatuor & ita porro non admittere. Cum igitur in hoc 
Capite conltituerim interfectiones , quas dux quivis Curvi 
inrer fe faciunt , definire , oportebit hanc tractationem a 
Lineis reitis inchoare , atque ipfa illa puncta indagare , in 
quibus rcCta quipiam data Curvam datam trajicit. Hoc enim 
modo via parabitur ad interfectiones mutuas Linearum curva- 
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Itu. II. rtim determinandas, quod argumentum maximum tifum habere 
* folet in congruendis aquationibus ahiorum graduum , qua de 
re in feqttenti Capite fultus tradabo. 

^ A B- 4.5 S. Sit igitur propolita Curva quacumque A Mm , cujus 
1'i^'ci uutura data lir per aquationem inter Coordinatas orthogonales 
■*' ' ' A P = x , PM—y. Ducatur jam reda quacunque B Mm, 
qua quot & quibufque in putidis fedura lit Curvam AMm 
clctiniri oporteat. Ad hoc quararur aquatio pro Linea reda 
pariter inter Coordinatas orthogonales x & y ad eundem 
Axem AP idemque AbfcifTarum initium A relata. /Equario 
ergo pro Linea reda erit luijufmodi v. x + /3 y = y ; qua in- 
dicatur , polito * = o, fore y = AD = y , polito autem 

y = o , fore x = — A B = -J- ; unde , concurfus B hujus 
redtr cum Axe , pariterque angulus ad B , cujus tangens e It 
= -7-jj = — — - , innotefcit. Sic igitur tam Cun a quam 

Reda propofita per aquationes inter communes Coordinatas 
,v & y exprimuntur. 

459 - Q u °d Ii in utraque aquatione AbfcifTas x perpetuo 
aequales aHumamus, Applicata y. Ii fuit diverfa, oftendent, 
.quantum Curva & reda punda eidem Abfcilf® refpondenria 
a fe invicem dillenr. Si igitur ex utraque aquatione aqualis 

E rodent valor Applicata y , tum ibi Cun a Sc recta commune 
abebant pundum , ideoque eo in loco dabitur interfedio. 
Ad inrerfedioues ergo inveniendas in utraque aquatione , 
prarer Abfciflas x , quoque Applicata y aquales futit conlti- 
tuenda ; ficque habebuntur dua aquationes duas quantitates 
incognitas x & y evolventes , ex quarum refoiurione vel Abf- 
cillie x, quibus interCdiones refpoudent , vel Applicat® y 
reperientar. Scilicet , ft ex illis duabus aquationibus eliminetur 
incognita y , aquatio nafcetur folam incognitam .v complec- 
tens , cujus vaiores exhibebunt Abfcilfas AP, Ap unde Ap- 
plicat® P AI , pm edud® per interfectionum punda AI &c m 
tranfibunt. 


Digitized bv Google 


C U R V A R U M. 149 

460. Cum aequatio pro reita BMm fit «Af + $y = y, 
cx ea fiet y = y ~ * * ; qui valorfi in aequatione pro Cur- 
va loco y fubfiituatur , orietur aequatio tantum x continens , 
cujus radices realcs prxbcbunt omnes AblqlTas , quibus inter- 
fcitiones rcfpondent ; ideoque interfedtionum numerus collige- 
tur ex numero radicum realium ipfius x , quas aequatio inventa 

iujjpeditat. Quoniam vero in valore ipfius y = — q— — , in- 

cognita x unicam tenet dimenfionem , po(t fubfiitutionem 
emerget aquatio, in qua x non plures habebit dimeufiones, quam 
antea in aequatione pro Cursa ambxx&y conjunitim tenue- 
rant. Habebit ergo x vel totidem dimenfiones vel pauciores , 
fi quidem per fubfiitutionem fu ni m ce ipfius x potefiates tollantur. 

461. Inventis hoc modo Abfciffis A P , Ap, qu® inter- 
fectionibus refpondent , ex iis ipfa interfectionum punita M 
& m facile definientur. Cum enim Applicat® in punitis P & p 
ereit® per inrerfeitiones tranfitanr , ea tantum pitnita erunt no- 
tanda , ubi h® Applicat® rectam BMm fecant. Notari quoque 
poflent punita, quibus ifi® Applicat® Curv® A Mrn occur- 
runt ; cum autem fspenumero una Applicata Curv® in pluribus 
punitis occurrar , incertum foret quodnam Curv® punitum 
fimul interfectionem fit prxbiturum. Hoc autem' incommodum 
i;fu non venit, fi interfeifiones cx reita BMm ®(limentur ; 
quippe a qua unaqusque Applicata non r.ifi in unico punito 
fecari pote it. Quod fi autem eveniat, ut duo ipfius x valores 
fiant inter fe squales, tum cluo interfeitionum punita MScm 
in unum coaldfcent ; quo ergo cafu vel reita B M Curvam 
tanget , vel eam in punito duplici fecabit. 

qAi. Si, eliminata incognita y, aquatio refultans qua x 
delinitur nullam habeat radicem realem , tum hoc erit indi- 
cium Curvam nufcjuam a reita B M m fecari vel tangi ; radices 
autem reales (quotquot fuerint) illius «quationis cftcndenr toti- 
dem interfectiones ; quia unicuique AbfcilT® reali una reit® 
BMm Applicata realis refpondet ; cui. cum fit squalis Ap- 
Euieri Introduci, in Anni, iitfn. Tom, II. 1 i 


C a ?. 
X I X. 
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-Lib. II. plicata Cuna: , Meri non poteft , quin ibi nulla exiftat inter- 
1 fedtio. Hsc ideo illo loco probe funt notanda , quod in in- 

terfe&ione Linearum curvarum non femper linguis radices to- 
tidem interfcCtiones indicent ; cujus ratio mox fiet manifefta , 
cum duas Lineas curvas contemplabimur , eavumque interfec- 
tiones inveftigabimus. 

Tab. 4 63. Sint igitur defcripts dus Curvs quscunque ME m , 
XXIII. M Fm , qua: fe mutuo interfecent ; ad quarum intefer&ioaes 
Eig- 95 - definiendas , natura utriufque exprimatur per squationem inter 
Coordinatas .orthogonales x & y ad eundem communem. 
Axem AB idcmque Abfciffarum initium A relatas. Surntis 
ergo pro utraque Curva AbfcifTis x squalibus , ubi dantur 
interfectiones , ibidem Applicats y convenient. Quocirca , 
fi ex duabus Curvarum squationibus propofitis , eliminando 
y , formetur nova squatio folam x tanquam incognitam in- 
volvens , interfectiones omnes M , m , m , quotquot fuerint 
indicabuntur per radices realcs illius squationis; fcilicet, Abf- 
cifTs A P , Ap, Ap, &c. qus interfeCtionibus M , m ,m , &C.. 
refpondent , erunt valores ipftus x convenientes pro illa 
aquatione. 

4^4. Inventis autem Abfciffis his AP , Ap &c. , qus in— 
' terfcCtionibus conveniunt, non tam facile erit ipfa interfectio- 
num punCta definire. Si enim pro urraque Curva eidem Abf- 
cifls A P plures Applicats refpondeant , quod evenit , fi pro 
utraque Curva fuerit y FunCtio multiformis iplius x, tum ex 
hac duplici Applicatarum multitudine eas , qus fint inter le 
squales, eligi oportet : qus .invcfligatio eo erit moleftior 
qtio’ plures valores Applicata y in utraque Curva obtineat. 
Huic tamen difficultati facile occurretur , fi , dum ex binis 
squationibus propofitis Applicata y eliminatur , ea squatio in 
fubfidium vocetur , qua y per x definitur ; ex hac enim 
squatione pro quovis iplius x valore invento cognofcetur mag- 
nitudo Applicats ex punCto P ad interfectionem ufque per- 
tingentis ; neque ad hoc opus erit , naturam alterutrius vel 
adeo utriufque Curvje perpendiffe.. 
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465. Sit una Curva Parabola , cujus natura Iiac exprima- 
tur aequatione y y — x xy -\-x x — x a x =*= o ; altera vero 
fit Circulus «quarione yy-\-xx — cc = o ,* expretius. Ad 
y elimininandum fubtrahatur primum prior «quatio a pofle- 
riori , ac remanebit 


Car 

XIX. 


a x y -f- 1 a x — ec= o , unde fit y = ^ 

ex qua jam patet , quicunque valores pro x refultent , iis fem- 
per valores ipfius y reales repertum iri. Subftituatur ergo ifte 
▼alor pro y inventus in altera «quatione , ac prodibit 

c ' — ^accx-\- — c c ) xx +4** = o , 

cujus adeo aequationis linguis radices reales pnrbebunt inter- 
fe&iones veras. Ponamus efle c = x a ideoque 

« 

4 a 4 — 412' x — 3 a a x x + x 4 = o , 

cujus aequationis una radix eft x = z a, qua extra<£ta rema- 
nebit h«c «quatio 

' \ 

a' + wrt -\-aa x — 1 a' z= o , 
cju« unam adhuc pratbet radicem realem ; utrique autem Appli- 
cata conveniens invenitur ex hac «quationey = -^-^-^^ 1 -^ > 

priori fcilifcct x= 1 a , refpondebit y = o , ita ut interfectio 
in ipfo fiat Axe. # 

4 66. Hinc intelligitur quoties amb« «quationes inter x & y 
ita fuerint Amparats, ut in negotio eliminationis ipfius y in- 
veniatur Fun&io rationalis ipfius x qu« «qualis fit ipli y ; 
tum unamquamque radicem realem ipfius x , quam ultima 
«quatio , ( poltquam y penitus efl eliminata , ) praebebit, exhi- 
bituram cfTc intcrfe&ioncm veram. Verum , fi inter eliminandum 
nulla inveniatur Fundio rationalis ipfius x , qu« «qualis fit ipft 
tum evenire poteft , ut non omnes radices reales ex uiiima 

I i x 
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tu. II. aquatione erutz praebeant interfectiones veras. Tantus enlni 
— fubinde valor pro x prodire potcit., cui in neutra Curva Ap- 
plicata realis refpondeat ; neque tamen hoc cafu calculus er- 
roris efl arguendus. Cum enim hujufmodi Abfciflie pro utra- 
que Curva Applicata imaginaria refpondeat , in imaginariis au- 
tem «qualitas & inaequalitas «que locum habeat atque in rea- 
libus ; nihil impedit, quo minus Applicata illa imaginaria inter 
fe fint aquales, ideoque interfectionem mentiantur. 

T a B - 467. Ad hoc clarius oftendendum , deferibantur fuper eo- 

/V' 96 c ^ em Axe EAE Parabola EM Parametrt = 1 a, & extra 
eam Circulus A m B Radii = c : exiflente intervallo AE=zb\ 
. ita ut certum fit nullam prorfus dari interfeCtionem. Sumatur 
A pro Abfciffarum initio , qua verfus E affirmativa , retro 
autem verfus B negativa ftatuantur ; atque , pro Parabola ha- 
bebitur hac «quatio yy=z <z x — zab\ pro Circulo vero hac 
yy= — 1 cx — xx. Quod, fi jam , quafi interfectionem indagare 
velimus, eliminemus y , (latim habebimus xx + i(a-+-c) x — > 
zab = o , ex qua duo pro x valores reales reperiuntur, nempe 


i 

i 

1 

{ 

qua exprefTIo utique efl imaginaria. , « 

453 . Ex hoc exemplo intelligitur dari etiam Curvarum in- 
terfectionem imaginarias ; qua, etiamfi fint nulla , tamen per 
calculum «que indicentur ac reales. Atque hanc ob rem ex 
• numero radicum realium ipfius x , quas ultima aquatio conti- 

net , non femper interfectionum numerus rcCte concludetur ; 
fieri enim potcit ut plyres radices reales adfuit quam inter- 


x = — <2 — c+ \/ ( (a + c)‘ + lab) , 

alter affirmativus, alter negativus; cum tamen nulla exiftat 
interfectio. Pro his fciiicet duabus Abfciffis tam Parabola quam 
Circulus exhibebit Applicatas imaginarias , qu« , utut imagi- 
naria: , tamen inter fe erunt squales : fiet autem hoc ipfius v 
. valore fubftituto 

y =. V ( — iaa — xac — xa£+xa V(aa zac + cc + zab)) 


S» 
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fe&iqnes , atque etiam nulla omnino exiffat interfeCtio ; cum C x f.' 
tamen duae plurefve radices reales ipfius x refultent. Interim X I X. 
tamen quilibet interfeCtio femper unam inducet radicem res- 
lem ipfius x in aequationem ultimam ; & hanc ob rem femper 
tot , ad minimum , erunt radices reales ipfius x , quot funt 
interfeCtiones etiamfi in terdum-plures radices reales affuerint. 

Utrum autem unicuique radici reali ipfius x interfeCtio realis 
refpondeat facile perfpicietur , fi valor ipfius y refpondens qtn- 
ratur, qui fi prodeat realis , interfeCtio erit realis, fin fit ima- 
ginarius interfectio quoque erit imaginaria vel nulla. 

469. Hic igitur exceptio feu differentia inter radicum rea- 
lium ipfius x & interfeCtionum* numerum tantum locum habet, 
fi vel in utraque iquatione Applicata y pares tantum ubique 
habeat dimenfiones , atque adeo Axis principalis fimul fit utri- 
ufque Curvi Diameter ; vel fi atribi iquationes ita fuerint 
comparati , ut , dum eliminatur yy , fimul y ex calculo exce- * 
dat ; ficquey per FunCtionem rationalem ipfius x exprimi ne- 
queat. Sic , fi altera iquatio fuerit yy — xy=aa , altera 
vero y 4 — i.vy' -}- x'y = bbxx ; cum ex priori fit (yy — xy)‘ 

=a' , feu y' — txy' = u' — xxyy, fubfti tuatur hic valor 
in altera, eritque a' — xxyy -{- x 1 y = hbxx , feu yy — xy = 

b '- x — = a a : unde fit xx = — — ideocruc x = 

xx aa -f- bb 1 


y Videtur ergo dari duplex interfeCtio , fed an utra- 

tute fit realis ex valore ipfius y colligi debet , quem hic 
iquatio yy — -xy=zaa fuppeditar. Erit ergo 

v v = - tt ' /W 4 - a a , cujus cum omnes radices fint reales , 

J J y(aa-f-W) ‘ 

patet quatuor dari interfeCtiones , (Ta ut utrique Abfiiiffi x = 

■ ~ • , ■■ bini interfeCliones reales refpondeant. 

V(aa-bW) 1 

470. Quando autem neque Axis utriufque Curvi Diame- 
ter exiftit , neque ifte cafus locum habet , ut dum a i ti ores ip- 
fius y poteftates eliminantur, fimul y prorfus eliminetur; tum,-» 


«54 DE INTERSECTIONE 

quia ad Funftionem rationalem ipfius x pervenietur ipfi y 
squalem , fingul® radices reales ultima; xquationis totidem in- 
dicabunt interfectiones veras , ita ut his cafibus nulla cautione 
fit opus. Evenit hoc , fi altera Curva abeat in reCtam , uti 
ante vidimus , vel , fi ejus Applicata exprimatur per Functio- 
nem uniformem ipfius x ; tum enim nulli Abfcifix refpondebit 
Applicata imaginaria ; ideoque lingulae radices ipfius x exhibe- 
bunt interfe&iones veras. Plerumque autem , etiamfi y in 
utraque aequatione plures obtineat dimenfiones , tamen inter 
eliminationem ipfius y, perveniri folet ad aequationem, qua 
valor ipfids y per Functionem rationalem , ideoque uniformem , 
ipfius x exprimitur. 

471. Quoties autem accidit^ ut aliquot interfectiones quas 
calculus exhibet, fint imaginaris , id non folum iis evenit ca- 
libus , quando neutra Curva habet Applicatam realem illi 
Abfcifis invents rclpondentem^ quod quidem fa&um eft in 
fuperiori Circuli & Parabola; exemplo. Sed etiam ejufmodi 
cafus exhiberi poliunt , quibus una Curva pro omnibus Abf- 
cillis praebet Applicatas reales , neque tamen fingulis radicibus 
realibus ipfius x interfeCtiones refpondeant. Hujufmodi exem- 
plum praebet Linea tertii ordinis, hac aquatione exprclfa 


y' — 3 a yy + ^ a ay — 6 ax‘x=z o , 
qux pro omnibus Abfcillis reales praebet Applicatas ; & qui- 
dem ternas fi fuerit x minor quam y/ -L. Quod , fi cum 

hac Curva combinetur Parabola xquatione yy — r = o, 
contenta , cujus nulla datur Applicata realis , fi x fit negati- 
vum , ijjeoque Abfcillis * negativis nulla interfeCtio convenire 
potefh 

471. Eliminetur jam y : &, cum fit ex aequatione polle- 
riori y y=xax , prior aquatio abibit in hanc 


zexy — 6 aax zaay — 6 axx — o, unde fit 
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j x = 3*. Quoniam vero iifa equario eft divi — 

iibilis per y — 3 x ; fi dividatur , orietur aquatio ab y libera 
hic xaa -f- rax = o , unde oritur x = — a. Deberet ergo 
elTe interfe^io Curvarum refpondens AbfcilTi x= — <2, cui 
in Parabola nulla applicata realis refpondet : in Linea autem 
altera tertii ordinis , pofitox = — a , fit y' — 3 ayy-\-iaay — 
6a'= o , ex qua una nafeitur Applicata realis , y= 3 a , re- 
liqui duo ipfius y valores in iquatione yy -f- 2. a a = o 
contenti , funt imaginarii ; hoc fciiicet loco Applicati illi 
imaginarii iquales fiunt Applicatis Paraboli imaginariis eo- 
dem Jioc loco ; /i eque habebuntur dui interfediones imagi- 
narii. Habebuntur vero etiam dui inrerfe&iones reales ex 
fuperioris aquationis Faclore y — 3x = o , oriundi; ex 
qua fit 9 xx — iax = o. Primum ergo in ipfo Abfcil- 
larum initio, ubi ,v = o , fimulque y=o , exiftit inter- 
fectio , altera refpondet Abfcifli x = ~-, ubi eft y=3*== 
Za 


f A P. 

X I x. 


473. Hoc igitur cafu perventum efl ad interfe&iones ima- 
ginarias , etiamfi in negotio eliminationis ipfius y , prodierit 
aequatio 1 axy — 6aax -+■ zaay — 6axx = o , in qua y unicam 
tantum obtinet dimenfionem , ita ut inde y per Fundtionept 
rationalem ipfius x exprimi pofTe videatur , quod ante tan- 
quam criterium nullarum interfectionum imaginariarum anno- 
tavimus. Atque revera , fi hic iquatio nullos haberet divi— 
fores , interfectionibus imaginariis nullus locus relinqueretur r 
quoniam vero hoc cafu per divifionem elicitur iquatio Ap- 
plicatam y non amplius involvens , perinde eft , ac fi y per 
Fundtionem rationalem ipfius V exprimi non potiet. Quoties 
fciiicet hujufmodi iquatio in Fadtores cft refolubilis, pro uno- 
quoque Fadtore feorfim judicium eft ferendum , unde fit, ut, 
dum alter Fadtor interfedioues imaginarias penitus rcfpuit , 
alter eafdcm admittat. 


474. His perpenfis , oftendamus aliquanto diftinfiius , quem - 
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DE INTERSECTIONE 

In». IT. admodum duabus quibufvis Curvis propofitis earum interfec- 
~ tiones definiri debeant : atque , cum haec iuveftigatio ab eli- 
minatione alterius Coordinar® y pendeat , ad hujus tantum 
dimenfiones , quas in utraque aequatione obtinet , erit refpi- 
cicndum. Eliminatio enim eodem modo abfolverur , utcun- 
que altera Coordinata .v utramque aquationem afficiat. Sitit 
igitur P , Q , K , S, T &c. , itemque p , q , r , s , t &c. , 
Fundiones quacunque rationales ipfius x : ac primo quidem 
ponamus ambas Curvas , quarum intcrfediou.es requiruntur , 
exprimi his aequationibus 

I. 

P + Q y = o 

" i i. 

P + qy = o 

multiplicetur prior aequatio per p , pofterior per P ; atque ha 
scquationes a fe invicem fubdud® relinquent hanc aquationem 
ub y prorfus liberam . 

p Q — P q = o. 

Hujus igitur aquationis , in qua fola incognita x , prxtcr conf- 
tar.tes , inefl , omnes radices reales ipfius x pratbebunt punda 
in Axe , quibus interfectiones imminent. Pro quocunque va- 
lore ipfius x invento habebitur valur ipfius y exilis ex alterutra 

aquatione y = — , qui interfectionem indicabit ; 

unde , fi utriufque Curva Applicata y exprimatur per Func- 
tionem rationalem feu uniformem ipfius x , nuil® interfec- 
tiones imaginari® locum inveniunt. 

471 Exprimatur jam alterius Curv® Applicata y per Func- 
tionem uniformem ipfius x ut ante ; alterius vero per Func- 
tionem biformem , ita ut fit 

I. 
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CURVARUM, 1*7 

I. 

p + Q y = ° 

i i. 

P 'f qy + ryy = o, 

multiplicetur prior asquatio per p, pofterior per P , & a fe in- 
vicem fubtrahanrur , factaque divilione per y , erit 

I I I. 

/>Q — — P ry= o , 

feu 

( p ? — PQ) +Pry — o. 

Nunc multiplicetur prima per P r , & tertia per Q , atque , 
fada fubtra&ione , emerget haec atquatio ab y libera. 

P P r — P Q 1 + P Q Q = o. 

Hujus aquationis ergo finguli radices praebebunt Abfcifias 
interfedionibus refpondentes , quibus cum Applicata: reales 

y conveniant , interfectiones erunt 

reales. 

47 6. Sit, ut ante , alterius Curvas Applicata aequalis Func- 
tioni uniformi ipfius x ; alterius vero Curvas Applicata ex- 
primatur per asquationem cubicam; feu , fit Fundio triformis 
ipfius x, ita ut bina: aequationes propofitac fint liujufmodi : 

I.' 

P + Qy=o 

i i. 

P + ?y + ry y + sy' = o. 

multiplicetur prior per p & pofterior per P ; alteraque ab al- 
tera tubduda ac divilione per y fada , erit 

i i r. 

(P? — pQ) + Pry + Psyy ==0 , 

Eui eri IntroJucl. in Anal. injin. Tom. II. K k 


c af: 
xix. 
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|~ TiB ’ in qua fi loco y valor ex prima y = ~q fubfti tuatur & a 
fraftionibus liberetur , proveniet ifta aquatio 

PQQ?=/’Q' -P‘Qr + f , f = o, 

feu 

Q’p — PQ*? + P*Qr— P'i= o, 
qua eadem ftatim prodit , fi in fecunda aquatione loco y ejus 
valor ex prima ^ fubfti tuatur. Hujus ergo ultima aqua- 
tionis omnes radices reales ipfius*, quoniam fingulis per pri- 
nam aquationem y = — ^Applicata reales refpondent, to- 
tidem iuterfe&iones veras monft rabunt. 

477. Simili modo, fi alterius Curva Applicata y exprima- 
tur per aquationem quatuor pluriumve dimenfionum , dum al- 
terius Applicata manet Fumftio uniformis feu rationalis tpfius 
x , facile incognita y eliminatur. Sint enim amba aquatio- 
nes propofita 

I. 

* 

P + Q y = o 

1 I. 

p + qy + ry’ +*y' + 0' 4 = °; 

atque , cum ex priori fit y = , hic valor inaltera fubf- 

titutus dabit aquationem inter x & cognitas tantum hanc 
Q' P — P Q' 9 +P’ Q* r — P’ Qs + P‘ r= o. 

Hujus ergo aquationis fingula radices ipfius x reales fuppe- 
ditabunt totidem interfedliones veras ; proptera quod unicui- 
que AbfcifTa x ex prima aquatione aflignari poteft una Appii- 

cata y realis , nempe y = • 

478. Exprimatur jam utriufque Curva Applicata y per 




■ / 


nes veras 

— P 

R r 

— P — P 


'CURVARUM. itf 

«quationemquadraticam ; ac primo quidem puram , ita ut xqua- C a f: 
tiones amb* fint hujufmodi ^ 1 ^ 

I. 

P -f- Ryy = o 

I I. 

p + f y y = o 

•x quibus , eliminando y y , ftatim obtinetur haec aequatio , 

P r — R p = o , 

cujus finguli radices reales tum folum demonftrant interfe&io- 
fi valores ipfius x inventi ita fuerint comparati , ut 

vel — fiat quantitas affirmativa ; tum enim , ob yy = 

^ — r , A pplicatay duplicem nancifcetur valorem rea- 

Iem , alterum affirmativum alterum negativum ; ideoque cui- 
que Abfciflae x valori ex aequatione P r — R p = o , invento , 
bins refpondebunt interfedHones , ab Axe utrinque aequaliter 
diflantes , quod , cum Axis utriufque Curvae Diameter exif- 
tat , aliter evenire non potelh Quod fi autem quis valor 
ipfius x ex aequatione P r — R p = o , inventus expreffionibus 

' £ = — y- inducat valorem negativum ; tum , ob y ima- 

ginarium , intcrfefliones quoque erunt imaginariae. 

479. Adfit nunc in utraque aequatione propofita quadratica 
fecundus quoque terminus continensy, fintque ambae aequa- 
tiones propofita: iflae 

I. 

P + Qy + Ryy = o 
1 1 « 

P + qy + ryy = o. 

Ad incognitam y ex his aequationibus eliminandam multiplice- 
tur primum iila aequatio per p , haec vero per P , fa&aque 
fubtratflione & divifione per y, erit 

K k 1 
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lib. ir. I i i. 

(Pf — Qp) H-(Pr — Rp ) y = o. 

Deinde multiplicetur prior aequatio per r, pofterior vero per 
R , alteraque ab altera fubtra&a habebitur 

I V. 

(Pr — Rp)-\-(Qr — R?)y = o. 

Cum igitur cx his duabus aequationibus fit 
v Qp — P? R p — P r 

J P r h p Q r R q 

erit 

(Qp — P?)( Q' — Rq) + (?r — 

feu 

PV — rPRpr + R + Q’pr — PQ?r — QRp? 4 “ PR?’ = o- 

Cujus sequationis fingula: radices reales oflendent totidem in- 
terieftiones veras , fi quidem cuique valori ipfius x valor rea- 
lis ipfius y convenit ex aequatione III. vel IV. Inrerim 
tamen fieri potert , ut interfc&iones fint imaginaria; , qnod 
evenit fi trquationes III. & IV. habeant FaCIores ; ita ut ex 
iis jam per divifionem atquatio ab y libera elici queat. Tum 
enim hic atquatio in locum ultima: fubftitui* atque advalores 
ipfius y inde erutos ex primis atquationibus valores ipfius y ref- 
pondentes quatri debebunt ; qui fi fuerint imaginarii , hoc erit 
indicio interle&iones eire imaginarias. 1 

480. Sit porro in una Curva Applicata y Fun&io biformis , 
in altera autem triformis ipfius .v ; feu , fiut ambs Curvarum 
a:quationes propofits ha; 

I. 

P + Qv + Ryy = ° 

I I. 

P 4 - ?y -h ryy + sy' =0. 

Multiplicetur prior per p , pofierior per ? , alteraque ab altera 
fubtra&a remanebit 


v 
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I I I. 

(Pj — Qp) -|- ( Pr — Rp) y + R syy= o , 

qus cum pnma conjundta exhibet cafum in pracedente para- 
grapho pertraftatum ; ita ut , qua; ibi erant p , q , r , hic fuu 
^ f — Q.P j l 5r — Rp, & Pi: ideoque reperietur hic 


P07 OOP PPr+PRp 

J PPj PKy -{- QH p » 

& 

v P R <1 — QRp — PP » 

J PQs — PRr+RH f ' 
unde fit 

:(PR ? — Q R p — PP» )’ + (PQ j — PRr-f- R Rp ) . 
CPQ? — Q'p — PV+PR/,), 
evoluta dat 


— 1 P’ R 7 i 4 - 

P Qrj -f 


qua: squatio 
}P’QRpr 

P‘ R ?7 


+ P' R rr 


+ P‘Q ‘is 

P QR q r 

iP R‘pr 


P Q R’p ? 

~P Q'ps + Q’ R'p* . 

f P Q' R p r — Q R‘p' — * 
-f- P R' pp 


C AH. 
XIX. 


quae , ob ultimum terminum evanefeentem , divifibilis eft per 
P , ficque prodibit haec aequatio 

-p r v — iP • r ? , _ P ‘q„ 3 -j-pQY , — q < ps + R , . 

+ P Rr ‘ PQ<V *PR ‘pr + Q Rpr-f-PRy QR> ? °- 

Ex cujus «quationis radicibus realibus interfectiones cognof- 
centur , fi quidem iplis valores realcs ipfius y refpondere de- 
prehendantur. 

4^t. Exprimatur nunc utraque Applicata per aequationem 
cuDicam , liutquc ambar aequationes propolitse 

I. 

p + Qy + Ryy -f- Sy' = o 

II. 


P + qy -f- ry y -J- s y' = o. 
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II- Multiplicetur prior per p , pofterior per P , fa&aque fubtrac- 
tione alterius ab altera , remanebit 


I I I. 

( p ? — Q/0 + ( Pr — R/Oy+CP* — Sp)yy = o. 

Deinde multiplicetur prior per s , pofteriorque per S , fadaque 
fubtra&ione remanebit 

I V. 

( Sp — p * + (S? — Qs)y + (Sr — Rj)yy=o. 


Ha: atquationes III. & IV. fi comparentur cum binis iqua- 
tionibus $. 479. tradatis , fiet ut 1'equitur 


P = Vq — Qp 
Q = P r — Hp 
R = P s — S p 


p = S p — P s 

q — s? — Q s 

r = S r — R s 


Quibus in aequatione finali fubflitutis , emerget 
+ ( P-l— Qp) '( R<)' — 1 ( Pf — Qp) ( P*— Sp) ( Sp — P*)(Sr — R j) 

+ (P 4 — Sp)‘(Sp — Pj)’+(Pr — Rp)‘ (S p — Ps)(Sr— R*) 

( P? Qp ) ( Pr— Rp ) ( S q—Qs) ( Sr Rj) ( Pr— Rp) ( Ps— Sp) 

(S p — Pj) (S 5 — Qs) -f- (P? — Qp) ( P* — Sp) (Sj — Qj)' = o. 

In hac atquatione feptem funt termini , qui omnes funt divi- 
fibiles per Sp — Ps, praeter primum & quintum: qui autem, 
fi conjungantur , duos habebunt Factores , alterum (P q — Qp) 
(Sr — Rs) , alterum vero (Pq — Qp ) (Sr — Rs) — 
( Pr — Rp) (S q — Qs) , qui pofterior refolutus fit = 
PQrs +l{Spq — Pl\qs — QSpr ideoque , = (Sp — Ps) 
(R9 — Qr) : unde termini I. & V. coalcfcent in hanc for- 
mam (P^ — Qp) (Sr — Rs) (Sp — Ps) (Rf — Qr) 
quoque per S p — P s divifibilem. Quocirca orietur hsc 
aequatio 
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€>r=(Pj Qp) (S r Rx) (Rtf Qr) Qp) (S p Px) 

(Sr— Rx)4-(S/, — Px)'-h(Pr— Rp)’(Sr— Rx) + (Pr— Rp) 
(S/, — Px)(Sj — Qx) — (P, — Qp ) (Sj — Qx)* 

qua evoluta dabit 

+ S V ?PS'p’x •+- P‘Sr’ + iPR 'prx P’Rr'x + P'Qrxx + PRS??r 

PV + jP‘V — R>‘x iPRV+R‘Sp7 — RSS pq — QQRprx 

PR ‘qqs PQSjrr PQRjn -f- ^ PSSp^r jPPSjrx -f- PQSprx 

■4* Q S prr -f- Q R R pqs — QRSpyr }PQRpxx -f- }QRSppx PftSpjx 

+ * P'R?xxH-iPQS 5? x PSSg' PQ'?x* iQS ‘ppr 

iQQSpgx-f Q p XX + QS 'pqq = 0 . 

481. Quo methodus ifta eliminandi y ex duabus aquatio- 
nibus altiorum graduum clarius percipiatur , ponamus utramque 
aquationem propolitam elle quarti ordinis 

I. 

P + Qy + R/ + Sy' + Ty 4 = o 

I I. 

p + <jy + 'y' + s y' + ty' — o, 

multiplicetur aquatio prior per p , pofterior per P , atque poft 
fubtraddionem relinquetur 

I I I. 

(P? — Qp)-KPr — Rp)y + (Px — S P )S + {?i— Tp)y'=o. 

Deinde multiplicetur aquatio I. per t , pofterior II. per T , & , 
faifta fubtradlione , remanebit 

I V. 

(P,_Xp)-KQt — Tj)y + (Rr— !>)/+•( Sf — Tx)/=o. 


Ponatur nunc brevitatis gratia 


Vq — Qp= A 

P r R p = B 

Ps — Sp = c 
Pt — Tp — D 


P t — T p - — a 
Qt — T q = b 
Rt — T r — c 
St — T s = d 


S q — Q s = a 
R ? — Qr = /3 


ubi notandum eft e (Te non folum a = D ; fed efle quoque 


C A T. 
XIX. 
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. U. A J — C b = ( P / — T p ) ( S p — Q s = D st 
Ac — B£ = (Pt — lp) (Bf—Qr=Dfi. 

His ergo fubditutionibus aquationes III. & IV. induent has 
formas 

III. 

A + By + Cyy + D_) ' = o 

I V. 

a + by -f- cyy + dy' = o. 

Nunc porro aquationes ha multiplicentur refpedive per d & 
D , & a fe invicem lubtrahantur , prodibitque 

V. 


(A d — Da -j- ( B i — Di)y + (Ct/ — Dc )y' = o. 

Tum eadem illa aquationes multiplicentur per a & A, & poft 
fubtra&icncm relinquetur 

V I. 

(A b — B.i + (Ac — Ca) y {Ad — Da) y' = o. 


Jam ftatuatur iterum brevitatis gratia 


Ab — Ba = E 
A c — C a = F 
Ad — Da = G 


Ad — Da = e 
B d—Db=f 
C d D C =g 


Cb — Bc = ( t 


erirque G = e ; & Eg — F/=G<£ ; ita ut & Eg — F f 
fit divilibile per G. Hinc fequentes habebimus aquationes 

V. 

E -j- Fy + Gyy = o 

V I. 

e + fy + gyy = °- 

Ex quibus per fimilem operationem eliciuntur ida 

V I I. 

(E/ — Fc) + (Eg — Ge ) y = o 
VIII. 

(Eg — Gr) +(Fg — G/)y = o. 

Denique 
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Denique iterum ponatur brevitatis gratia 

Ef — Ft = H E g — G e —h 

E g — Ge — I Fg — Gf — i 

ita ut fit I = h , habebiturque 

V I I. 

H + Iy = o 
VIII. 

h + iy = o , 

■ ex quibus tandem colligitur hxc sequatio ab y libera 

Hi — I A = o. 

In qua fi valores procedentes fucceflive reflituantur , obtinebi- 
tur xquatio quam folte Fundiones P, Q, R, &c. p, q, r, &c. 
primarum scquationum ingredientur. iEquatio vero inter E , 
F , G , e ,f, g , divifibilis erit per G = e ; atque, fi proceda- 
tur ad litteras A,B,C, D , a , b * c , d , xquatio refuitans 
divifionem admittet per D' = a , ita , ut in sequatione ultima 
quivis terminus odo tantum complexurus Iit litteras , quatuor 
majufculas, totidemque minufculas. Hoc itaque modo in ge- 
nere , quotcunque dimenfiones ipfius y utraque xquatio pro- 
pofita contineat , femper incognita y , poterit eliminari , atque 
•aequatio, qua: folam incognitam x involvat, inveniri. 

483. Etfi hujus methodi ex duabus aquationibus unam in- 
cognitam eliminandi ufus latiflime patet , tamen aliam adhuc 
methodum fubjungam , qua: tot repetitis fublVitutionibus non 
indigeat. Sint igitur propofitx dux sequatior.es quotcunque 
dimenfionum 

I. 

Py m +Qy m 1 +Ry m — 1 -L-Sy'" -3 +&c.= o 

I I. 

py nj r<]y n ' + ry n 2 +sy". 3 + &c. = o , 

Eulcri Introduci, in Anal. ir.Jin. Tom. II. L 1 
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T.ib. II. ex quibus unam squationem , in qua y amplius non infit, 
" conflari oporteat. Ad hoc multiplicetur a-quatio pollcrior per 

hanc quantitatem 

Vy k ~ n + A y k n ~. 1 + By* n 1 + Cy k ’* ^ -f- &c., 

qua: k — n litteras arbitrarias A , B , C , &c. , continet, 
/Equatio vero prior multiplicetur per hanc quantitatem 

py +ay + by +cy ^+&c. , 

in qua k — m littera: arbitrari* a, b,c, &c. , infunt. Tum 
ambo producta ita inter fe aequalia ponantur ut omnes termini 
qui continent potefiates ipfius y fe mutuo dellruant , termini- 
que ultimi ipfa y carentes aquationem qusfitam exhibeant. 
Summa: autem potellates jam fponte fe definiunt , in utroque 

enim producto fu m mus terminus erit P py i fuperfunt ergo ad- 
huc k — i termini , qui defirui debebunt , ad quod totidem 
littera: arbitrari* funt determinandx. Numerus autem littera- 
rum arbitrariarum fic introductarum efl x k — m — n , qui cum 
squalis efle debeat k — i , fiet k=m-\-n — i. 

484. Hanc ob rem prima aequatio multiplicetur per hanc 
quantitatem indeterminatam 

/1 1 1 n 2 1 7 7 ■ fi ' d * q 

py ' + ay +ty ’ * + &c. , 

fecunda vero squatio multiplicetur per hanc 

P y m ~'+ Ay* — : l +By n — *+Cy m —‘ *+ &c. 

Singulifque terminis , in quibus fimiles ipfius y occurrunt potet 
tates , inter fe coxquatis , nafcentur lequeutes tcquationes 

Pp == Pp 

. Pa + Qp=pA + 9 P 
Pt -f- Qn “l - R p = p H q A. rH 
Pc -{- + Ra + Sp — pC H- qB + r A + aP 

. &c. 


5 
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Hujufmodi ergo xquationcs , prima ?p = Pp fimul compu- 
tata , habebuntur numero rn + n , ex quibus (i iitterx arbi- 
trario: A, B, C, & c. a , b , c, &c. determinentur, ultima 
xquatio nonnifi litteras datas P, Q , R , &c. p , q , r , &c. 
continebit , licque quxfito latisfacicr. 

485. Hxc autem litterarum arbitrariarum determinatio fa- 
cilius expedietur , fi membra uniufcujufque xquationis xqua- 
lia ponantur novis indeterminatis quantitatibus j 3 , y, &c. } 

quod ex fequenti exemplo clarius apparebit. 

Sint propofitx hx xquationcs dux 

I. 

Py* + Qy + R = o 

1 1. 

py' + qy' + r y + s = o. 


multiplicetur ergo prima per py' + ay + b , & altera per 
Py + A ; prodibuntque hx xqualitates 

P p — P P 

Pa ■+■ Qp = p A ?P = * 

PA-f-Qa-f-Rp = q A -f- rP = C 
Q b -j - R a === r A s P 
R b = s A 

Aquatione prima identica omilfa , ex fecunda fit 



P 


Ex tertia vero obinebitur 

C R p C_ « Q 1 Q' p R_p 

P P P P - P* ' P* P 


& 



CapJ 

XIX. 
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C A P. 

— — XX. 

CAPUT XX. 

De Ccnf.ruclione aquationum. 

4.86. C^yjt in fuperiori Capite de interfeftione Curvarum 
lunt expolita potillimum ad conftru itiones xquationum altio- 
rum graduum traduci folent. Cum enim duabus Curvis pro- 
pofiris xquationem invenerimus , cujus radices interfetSionum 
Jocos exhibeant ; ita vicilfim interfedHones duarum Curvarum 
infervire podiint radicibus aequationum indicandis , Atque hic 
modus maximam aflert utilitatem fi radices cujufpiam aequa- 
tionis per Lineas exprimi debeant ; defcripta , namque utra- 
que Cuna ad hunc finem accommodata , interfe&ioncs fa^ 
ci!e notabuntur , unde fi ad Axem Applicatae demittantur , 
AbfcilTx praebebunt veras aequationis radicer. Si autem in- 
commodum funra memoratum locum habeat, tum quidem 
omnes AbfcilTx (ic inventae radices prxbebunt , at fieri poterit 
ut aequatio propofita plures compledlatur radices , quam per 
talem conflructionem reperiuntur. 

487. Cum igitur propofita fuerit xquatio algebraica incog- 
nitam x involvens , -xujus radices alfignari oporteat , duae 
quxrendx funj Linex curvx , feu dux xquationes inter binas 
variabiles x &. y , qux ita finr comparatx , ut , fi ex iis Appli- 
cata y eliminetur , ipfa xquatio propofita refui ret. Quo fiiCco 
iftx dux Curvx fuper communi Axe atque ad idem A bfei (Ta- 
rum initium deferibantur , pundlaque , quibus Te mutuo inter- 
fecabunt , notentur. Tum ex his interfectionum punctis ac^ 

Axem Applicatx normales demittantur , qux in Axe exhibe- 
bunt Abfciflas fingulis xquatiohis propofitx radicibus xquales. 

Hoc itaque modo lingularum radicum quxfitarum valores veri 
afitgnabuntur , nifi forte eveniat, ut xquatio plures contineat 
radices, quam interfe&iones adefle deprehendantur. 
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4C8. Antequam autem modum tradam , quo bina» ilis Curva* 
conllrudioni dara: aquationis infervientes inveniri queant , a 
polteriori eas xquariones perpendamus , quarum refolutio ex 
datis duabus Curvis abfolvitur. Ac primo quidem fint amfcx 
Lines refolventes red«e EM , F AI , fefe in puncto M. 
intcrfecantes. Sumatur reda E F pro Axe , in coque punc- 
tum A pro initio Abftifiarum , unde eduda normalis ABC 
redam priorem in B , poftoriorem in C fecet. Sit A E — a , 
A F = b ; AB = c ; A C = d ; tum vero ponatur Abfcifla 
A P =x ; Applicata PM=y ; eritejue pro priori reda EM 
a : c = a 4- x : y , feu ay=c(a -j-x) ; &c pro altera b\d=. 
b — x : y , feu by = d(b — x). Ex his xquationibus fi 
eliminetur y , prodibit bc(c x)=.ad (b — 'x ) feu x = 

. ■ — 7 — = a ^. v , — r-^. Per interfectionem ergo dua- 
rum Linearum rectarum contlrui poterit xquatio fimplex .v = 

e b (d c) t c 

t~ > ad c I uam formam omnes omnino xquationes 
fimplices revocari podii nt. 

439. Lineas redas ratione facilitatis deferibendi excipit Cir- 
culus , & hanc ob rem videamus cujufmodi xquationes per 
interfedionem redx & Circuli conftrui queant. Sit igitur , 
fumta A P pro Axe & A prO Abi eidarum initio , deferipta 
Linea reda E M : politifque A E = a , A B = b , & Coor- 
dinatis AP = x , PM = y ; erit a:b = a + x:y ; ideo- 
que ay=b(a-\-x), qua eft «quatio pro Linea reda. Deinde 
dt Radius CircClli CAJ=c , demifibquc ex ejus Centro C 
in Axem perpendiculo CD , vocetur A D =f , CD=<r - 
erit D P — x j , & P M — CD = y — g. Jam , cum 
fit ex natura Circuli CM‘ = DP’ + (PM — CD)' , erit 
xquatio pro Circulocc = xx — ifx +ff -}- yy — 'zy+SS — 
( x ~/)‘ + (y — g )'■ At «quatio pro reda dat v — 


tb -f- b 


unde fit y — g-. 


a (b — c) 4 ~ b x 




+ — 
~ a * 
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quo ipfius y valorc in altera aequatione fubflituto , emerget 

,, . i £(6 e)* . bbxx 

cc=xx — ifx+ff+(t>—g) H + — » 

• feu 


+ g ) 

-M* — laa/ fiia// 0 

aa ce 


C i p. 
XX. 


cujus ergo aequationis radices invenie*ntur per intcrfe&iones 
Redte & Circuli , ita ut , demiflis ex interfectionibus M & m 
in Axem perpendiculis M 1 J , mp , valores ipfius x futuri fint 
A P & A p. 

490. Quoniam in hac aequatione omnes aequationes quadra- 
. ticae continentur, hinc conilrudfio generalis aequationum qua- 
draticarum adornari poterit. Sit fciiicet propolita haec aequa- 
tio quadratica 

Ar* + Bx + C = o , 


quae ad fuperiorem formam primum ita reducatur ut primi ter- 

• - ti J ~j~ b b 


mini conveniant ; multiplicando per 

/ 1 r t \ 1 B(j<i + fi , !r , 

(aa + bb) xx -1 i jr b 


A 

('( J M ) 


= 0 . 


• Jam coaequatio reliquorum terminorum dabit 

a A n b ( b — g) — i A a a f = B(aa -\- b b) 

• ideoque fiet 

af=b(b—g) — ^±m } 

Unde, cum fit 

ua(b—gy + aaff-aacc = ( - 
erit 

, . ,,w, v Btft-tHw+t M , BB(« + M). 

(aa-\-bb)(b g) A +- y^r^i 

C (a u -j- b b) 

a a cc = — — 1 - 

A a 

ideoque 


1 


1 
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II. /7 y B ( J J+ bb) . a acc , C_ . 

g) Aj 4 A* a 1 


’’-s=rt±^ 


ergo 

aae c 


4. — «L 

a b b A 4 A A 


). 


Manent igitur tres quantitates a, b, & c , adhuc indeter- 


minata , quas autem ita accipi oportet , ut - 
B’ 

4 A A 


+ 

a j~\~bb A 


, fiat quantitas affirmativa, quia alioquin b — g = 
A B — C D , hincquc C D , fieret quantitas imaginaria. 

491. Nihil ergo impedit quominus ponamus b= o, eritque 
g= ^ ( c c — ** ^4^ C ) & f ^ e ' n ^ c vero * cum 

«quatio propofita A*x + Bai + C = o , radices nullas ha- 
beat reales , nifi fit BB major ;uam 4 AC , erit hoc cafu 

*' ? quantitas affirmativa , cui fi c c ponatur «quale , 

ut fit c — B F> ^ , fiet quoque g = o , & a pror- 

fus cx calculo excedit. Linea ergo refla E AT in ipfum 
Axem AP incidet, & Centrum Circuli C collocari debebit in 

punclo D tfxiftente A D = ~ ^ j ex q l]0 Centro fi Circu- 
lus deferibatur Radio c = ^ hujus interfe^io- 

nes cum ipfo Axe offendent aequationis propofita! radices. Ne 
autem ad hoc confirutlione formula: irrationalis opus fit , po- 
k . c. 2 r £ , k k 

natur g = c — —r , ut fit c c — -\ r-r = c c — > 

“ lA 1 A 4 A A 


4. A A 


erit c 


/ci + nn — 4 AC RF — 4 AC — 

4 k A * » K S 4 k A 

In nofiro ergo arbitrio determinatio quantitatis k relinquitur ; 
qua utcunque afTurnta , quia refla C M in ipfum Axem inci- 
dit, Circulus fequenti modo deferibi debebit. Sumta AD= 

— B 
2 A 
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1 73 


i /i 


, capiatur perpendiculum CD -- 


& 


BB — fA C — kk 
4 A k 

BB 4AC + /tA 

4A* 


Centro C deferibatur Circulus cujus Badius 
hujufque interfectiones cum Axe ofiendent radices aequationis 
propolitsr. Quod fi ergo ftattiatur k= — B, CumtaAD = 

& Circuli Centro C deferibendi 


— - , capiatur C D ■ 


C 

u ’ 


T - » ,• • — BB + iAC — B , C „ 

Badius erit = + -g- , ex quo Radius 

Circuli erit = AD 4~ C D ; quz conftructio pro praxi com- 
modiilima videtur. 


491 . Confideremus jam duos Circulos fe interfecantes : fit- 
que pro primo AD = a, CD=^b , & ejus Radius C Ai 
= c,- eritque, pofitis AP=x St PAl = y, DP=a — x, 
CD — PAl—b — y ; idcoque , ex natura Circuli, habe- 
bitur 

.r.v — xax + aa + yy — tby + bb = cc. 


Simdi modo pro altero Circulo fit Ad = f , dc=g, ejuf— 
que Radius e/v/=/i, eritque 


XX — rfx +ff+ yy + igy + gg — hh , 
quibus aequationibus a fe invicem fubtradeis , remanebit 
i(/ — a)x + aa — ff — i{b+g)y + bb — gg~cc — hh. 


l 


ergo 

a.i -f" hi — ff pt cc hh ?. ( a /) x 

liincquc 

_ ff 4~ -/ 7 1 1 -4- // 4- "7 4- ce hh 4“ - f J P x 

St 


1 a ( h -f“ /T ) 1 ( h 4” ff ) x 

a ~ x ~ t 

Cum igitur fit (a — x)' -f- ( 6 — y ) ‘ = cc , erit, facta 
fubftitutione , 

Euleri Introduci, in Arial. infn, Tom. II. M m 


C a p. 
X X. 


T A B. 
XXIV. 
Pig. 99 . 
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+ 4 (A-f-£)‘ 


DE CONSTRUCTIONE 
— ♦(«+/) (*+?)■■ 

xx—ifia — f) (jj — ff)x- — /tAKA-f-?)' = ff. 
+ 4U — /)(« — AAj -)-( — « — //-j-AA)* 


Hujus ergo xquationis ope infinitis modis confinii poterit xq na- 
tio A.v.r -f* Bat + C = o ; fimul vero intelligitur aequatio- 
nem quadratica atriorem per interfeflionem duorum Circulo- 
rum conftrui non polle , propterea quod duo Circuli fe mu- 
tuo in pluribus quam duobus punctis interfecare nequeunt. 
Cum igitur eadem xquatio quadratica coultrui polii t per in- 
terfe< 5 lionem Re&a: & Circuli , hxc conftrudlio illi , qux duos 
Circulos requirit , merito prtefertur , nili forte in cafibus 
quibufdam lingularibus facilis Linearum a , b , j , g , c & h 
determinatio fponte fe prodat. 


T A B. 
y XIV. 

Fi”. 1 00 . 


49 Interfecetur nunc Circulus a Parabola : fit fcilicct , 
demilTo ex Centro Circuli C in Axem A P perpendiculo CD , 
AD=a, CD = b , & Radius Circuli CM=c , erit inter 
Coordinaras orthogonales AP = x, P M = y , xquatio pro 
Circulo ( x — a )‘ + ( y — b )’ = cc. Parabolae vero Axis 
FB (latuatur ad Axem hic afTumtum A P normalis : fitque 
AE=fj EF — g, & Parameter Parabola: =zh ; erit , 
ex natura Parabola: , EP‘-^ zh(EF + PM) feu in fym- 
bolis (x — f)'z=zzh(g- |-y) , unde erit y — — g 

& y — b = - — — — ( £» + g ). Qui valor fi in priori 

xquatione fubflituatur , eliminabitur y , eritque 

! -?i ~{ L - l ' t + l) T~ ,r + it + BY + (>-‘Y=“ 

live 


*<— 4/x'— Yh{b+g)z’ + lfh(t> + s )x + \ f [h\ h b+fy : 

+ 4.AA — 0 a hh -f- 4 a a h h 

r ' 4 * t* AA 
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cujus aquationis radices erunt Abfciffx A P, Ap, Ap,Ap, C* ?. 
unde Applicata: per interfe&ionum pur.cla M , m , m , m , x 
tranfeunt. 

494. In hac «quatione fex infunt conflantes a, b , c, f,g, 

Sc h \ quarum vero binae b -f- g pro una funt reputandx , ita 
ut quinque fotum , ponendo b + g= k , inefTe cenfendx fint. 

Polito fcilicet C D + £ F — b -f- g — k , fcquens habebitur 
«quatio 

+ /‘ 

+ 6ff —4/' —4 ffhk 

x' - — 4 f x' 4 h k x x -J- 4 fh k x -f- 4 h A k k = 0 . 

-p 4 A A & a h h -f- 4 aa h /1 

4 c c hh 

Ad hanc autem formam omnis «quatio biquadratica revocari 
poteft \ fit enim propofita hxc «quatio 

x' — Ax’-f~Bxx — C* + D = o 


erit , comparatione inflituta , 

4/= A feu /= ~ A 

6 ff — 4 hh + $hh = B , feu-~-AA — 4 h k 4 A /1 = B. 




unde fit 

lAA 




31 A 1 4^ 

4 f' — 4 fh h -f- 8 a h h = C 
five 


-h- A' — A' — A /: A + -— A B + 8 a A A = C . 

16 31 4 


ergo 

A’ , A A n . C 
a — 8' 32 AA ' 8 A A * 

Denique eft 

(ff — a A A )' + 4 <1 <1 A A — 4 c c h h = D. 
At eft 

Mm x 
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//— z h k = 4 — i h h — AA, 

& 

a nA=-A- — f- — — AJ? -f-AL quibus valoribus fubPn«' 
n 6 h 4 16A 1 4A’ ^ 

tutis emerget aequatio c & A involvens , quas propterea cen- 
venientillime inde definiri oportet , ita fcilicet ut utraque 
valorem obtineat realem. 

495 - Quoniam vero in omni aequatione biqundrarica fecun- 
dus terminus facile tolli porefl ; ponamus ipfum jam effe fub- 
latum , idcoque conftruendam efle hanc aequationem 

x' it B x x — C * + D = c. 

Erit ergo primum ,f = o ; fecundo k =A — ; tertio a = 

; atque , ob r h k — ff= i A A & z ah = AL , 

- t « n 1 i i 1 n n i C C L L n 


quarto 4 A" — zBAA + A-BB + — 4 c c h h s=s D > 

unde fit 6^cch*=zCC + 4BBAA — 31 B A* + 64 A‘ — 16DAA; 
ideoque 8 c A A = V ( 4 A A ( B — 4 A A )‘ + CC — 16 Dhti). 
Quoniam vero hoc imprimis cft efficiendum ut tam c quam A 

obtineant valores rcales , ponatur c = A — — "A . 1 ? , eritque 

CC — 16DAA + 8B A A q — 31 h' q — 4 A A qq=o. 

Qifo igitur qutefito fatisfaciamus , duo cafus funt diflinguendi 
alter quo D efl quantitas negativa , alter quo D eft quantitas 
affirmativa. Sit igitur 

I. 

D quantitas affirmativa = + EE, ita ut conftrui debeat haec 
aequatio , 

er* *+B*‘— C* + EE=o, 

V a A Jr 1 B 

ponatur ad hoc q = o, ut fit c=i — — ,fietqueAA=; 


— 4 c c h h ■ 




cc 

i 6 E E 
k = c 


JE Q U A T I O N U M 


& A = 


unde fit c = 


CC — jBE 


4E ’ “““ — 4CE 

= ^ 4 e M -^= 1 F & /= 0 - 

I I. 


177 

& porro 


Sit autem D quantitas negativa , puta D = — E E , ut conf- 
trui debeat hsc squatio 


C A t: 
XX. 


x' * + B.v’ — C x — ££ = 0, 


fiet 6 ±cch' = CC + qhh^hh — B)‘ + i6EEAA;qux aqua- 
tio realem pro c valorem prsbet , quicquid pro A allumatur : 

fiet enim c = v(CC — -- -1 T - - > atque A pro 

lubitu ■ affumi poteft; quovis igitur cafu ira adamatur , ut fa- 
cilima iplius c conftru&io inde confcquatur. Quo facio erit , 

ut ante , A E = /= ° , C D + E B’ = k = 4 h ^ & 


A D = a = -—7 . Si ponatur E = o , orietur conftruiflto 

Otlil k 

aequationis cubica; 

r' i + B t — C=o. 


Hacque conftructionc nititur regula Backeri vulgo fatis 
nota. 

45 6. Si fumantur dux quscunque Lines fecundi ordinis feu 
Sediones conicae , quarum squationes ad communem Axem 
idemque AblcilTarum initium relatx fint 


ayy + h x + cxx + Jy + ix +f= « 
& 

■yy + c j x + y* x + h + tx +• £ = °* 


Ex quibus , fi methodo fupra tradita y eliminetur , quod fiet 
iftas xquationes comparando cum illis in $j. 479. tradatis,, 
fcilicct 


I:n. H. 
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P + Qy-f-Ryy = o 
» & 

p + + ryy = o, 

fient P & p Funfliones fecundi ordinis ipfius x , Q & q 
Funfliones primi ordinis , & R & r erunt conflantes, unde 
colligitur aquatio rcfultans fore biquadratica. Atque adeo 
per interfcfliopes duarum quarumvis Scelionum conicarum al- 
tioris gradus aquationes conftrui nequeunt , quam biquadra- 
tica , quas autem per Circulum & Parabolam confinii polTe 
vidimus. Hoc idem vero intelligere licet ex natura Linearum 
fecundi ordinis, qus a refla Linea in duobus punclis fecari 
poifunt ; unde dux refla quatuor interfeclioncs formare pote- 
runt , at dux Linex reflx junflim confideratx fpeciem confli- 
ruunt Linearum fecundi ordinis ; unde patet duas Lineas fe- 
cundi ordinis fe mutuo in quatuor punclis intcrfecare poffe. 

497. Adhibeantur ad interfeclioncs efficiendas dux Linea; , 
altera fecundi , altera vero tertii ordinis , quae exprimantur his 
aequationibus 

P + Qy + Ryy = o 

& 

p + qy + ryy + sy' — o. 

Frit ergo P Funflio duarum dimenfionum ipfius x, Q Func- 
tio unius dimenfionis , & R conflans ; tum vero p Funflio 
trium dimenfionum , q duarum , r unius dimenfionis & s confi- 
tans. Quarum ratio fi in xquatione poft eliminationem ipfius 
y orta (480.) habeatur, patebit eam fore ordinis fexti ; qua- 
re per interfeflior.es Linex tertii ordinis cum Scflione conica 
altiores xquationes , quam fextx poteflatis cor.firui non pote- 
runt : quod idem ex natura utriufque ordinis parer , cum enim 
Linex tertii ordinis a Linea refla in tribus punflis interfecea- 
tur , exdem a duabus reclis , qux junflim fumptx fpeciem Li- 
nearum fecundi ordinis coullituuat , in fex punclis interfeca- 
bumur. 




I 
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498. Si tam eliminationes fupra expofitas, quam hoc ra- 
tiocinium ab interfectione redarum petitum , ad altiores ordi- 
nes transferamus , patebit per iatefecliones duarum Linearum 
tertii ordinis conftrui pcffe aequationes nonte poteftaris ; per 
interfectiones duarum Linearum quarti ordinis autem aequatio- 
nes potcftatem 1'exram decimam non fuperantes. Atque in 
genere per duarum Linearum curvarum interfeCliones, quarum 
altera lit ordinis m altera ordinis n , confinii poterunt omnes 
trquatior.es poteftatem mn non excedentes. Sic ad aquatio- 
nem centefims poteftatis conftruendam opus- erit vel duabus 
Lineis decimi ordinis , vel duabus , quarum altera fit quinti 
altera vkcfimi ordinis , & ita porro ; rcfoJvendo numerum 
100. in duos Pado res. Quod fi autem aquationis contlru- 
enda: maxima poteftas exponatur numero primo , vel alio com- 
modos Factores non admittente , tum in ejus locum alius nu- 
merus major Factores habens idoneos fubftiruatnr ; quibus 
enim binis Cursis aquationes majoris poteflatis conftrui pof- 
funt , iifidem quoque aquationes inferioris cujufque gradus 
conllruentur. Sic ad aquationem gradus triccfimi noni adhi- 
beri poterunt duae Curva: , altera fexti altera feptimi ordinis ; 
quia duabus hujufmodi Curvis aquatio quadragefimi fecundi 
gradus conftrui potell, hseque conflxuciio limplicior elt cen- 
fenda , quam fi altera Curva ordinis tertii , altera decimi ter- 
tii aifumeretur. 

499. Ex his igitur perfpicuum eft unamquamque aquatio- 
nem pluribus, imo innumerabilibus modis per interfectiones 
duarum Curvarum ita conftrui pofle , ut ejus radices reales 
affignentur. Ex quibus infinitis modis eum potiifimum eligi 
conveniet , qui abfolvitur Lineis curvis cum fimplicifiimis tum 
deferiptu facillimis ; imprimis vero in id erit incumbendum , 
ut per interfectiones omnes radices reales exhibeantur ; quod 
obtinetur fi ejufmodi Curvat alTumantur , qua: interfeClioni- 
bus imaginariis careant. Supra aurem vidimus hujufmodi inter- 
fectionibus imaginariis nullum relinqui locum , fi in aquatione 
pro aitera Curva Applicata y aequetur F unctioni uniformi ipiius 


C A P. 
XX. 
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b f *• U. a" ; tum enim , quia hic Cuna nullas habet Applicatas ima- 
narias , fieri nequit ut interfectiones imaginaris oriantur, quot- 
cunque etiam Applicatis imaginariis altera Curva inquinetur. 
In hoc ergo ccnllrufcionis negotio alteram Curvam perpetuo 
ita afiitmamus, ut ejus squatio in hac forma P -f-Qy = o, 
contineatur , denotantibus P & Q Functiones ipfius x. 

500. Fropofua ergo quacunque aquatione eligatur ttna q cre- 
dam conveniens Curva in xquatione P+Qy=o. Et , 
quoniam squatio pro altera Curva ita debet elie comparata, 

u: , fi in ca lccoy fubftituatur valor — — , ipfa tcquatio pro- 
pofita rcfultct ; cx ipfa propofita viciflim efFormari poterit 
tcquatio pro altera Curva , introducendo y loco — q. Uti , 

fi propofita fuerit hxc tcquatio x 4 -f- A* 1 -f Er' -f Cr + 
D = o , fumatur Parabola pro altera Curva xquatione <iy = 
xx + l'X contenta ; ex qua , cum fit xx = ay — [>x , fublLi— 
luatur iite valor in squatione propofita , quoties lubet ; erit 

x ' =aayy — labxy -p b b x x 
A.v' = + A axy — Ab xx 

ideoque obtinebitur hujufmodi squatio fecundi ordinis 

aayy + a (A — i b)xy + (B — Ab+bb) xx Cx + D=o , 

cujus adeo intcrfcflior.es cum Curva ay = .xx bx indicabunt 
radices tcquationis propofit*. - 

501. Quemadmodum hre Curva: ambx determinandis pro 
arbitrio conflantibus u £< b infinitis modis variari pofTunr , ita 
multo major adhuc varietas induci potefl. Cum enim ex xqua- 
tione priori fit x x — ay -1- b x = o ; erit quoque! a c x x — 
ttaey -{-ab a=- o , qua fi addatur ad puberiorem squaliorem , 
multo latius patens orietur squatio pro Linea fecundi ordi- 
lus , cujus interfectiones cum priori radices aquationis propo- 
lirx xque indicabunt. Ambs Enicet ifls Curvs conflructioni 
hifcn ieutes erunt 
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I. 

a y = x* b x 

I I. 


181 


— 2A)ry -J- (B — A/> f-W-j-jc) .ri — <7.1.7 -J- 

hicque pollerior xquatio ita adornari potefi , ut quamvis S re- 
ti or. uni conicam in fe complectatur ; attendendum fe i licet eft 
ad hanc quantitatem 

A A — 4B — 41C , 

qua: fi fuerit affirmativa , Curva erit Hyperbola ; fi fuerit 
“O , Curva erit Parabola ; fin autem fit quantitas negativa , 
Curva erit Ellipfis. Circulus vero erit hic altera Curva fi 

fuerit b= — A , & a a = B AA -f at , fcu c 

1 4 

\ \ B 

a + ~ : tum enim iquatio pro eo erit 

eayy+aaxx-(a' + “-Ba)y+(C + — ■ +yj- - ^)*+D— o, 

fcu 

AB V 


'J z 8a • 2 jj ^ 4 ^ isjj 4<ia 

( — -L -A _u JL y 4- c_CL 4- A 4. _A 

'‘i 1 8.1 ^ ij' ^ 'ua ^ 4 ^ i6jj 

tibi hoc membrum efl quadratum Radii Circuli. 


AB», » 

a a ‘ 


501. Sic igitur ex folis Sectionibus conicis habentur innu- 
merabiles Curvi, qui cum Parabola ny=.xx + bx deferipn, 
interlectionibus luis radices aquationis propofni pnbebunr. 
Harum ergo Curvarum quacunque fumatur , Parabola in iif- 
dem feniper pungis interlucabitur ; atque icleo illi Curvi om- 
nes fe nuituo in ii felem punftis lecabunt. Quocirca ex his 
Curvis infinitis cluas quafcunque alfiimcre licebit , ( pritermilla 
Parabola primum afiiimta , ) qui fi fuper communi Axe deferi- 
bantur , per interlectiones fuas radices iquationis propolin 
femper indicabunt. Hocque adeo modo illa iquatio conftrui 
Luleri IrarcJucl. in Anal. infin, Tom. II, N n 
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Lib. II. poterit vel per Circulum & Parabolam , uti fupra jam vidi— 
' mus , vel per duas Parabolas , vel per Parabolam & Eilipfin,. 

Hyperbolamve , vel per duas EHiples , vel per duas Hyper- 
bolas , vel per Ellipfin cum Hyperbola. Multo magis autem 
varietas conftrudionum multiplicabitur , fi etiam Curva ahio- 
rum ordinum in hunc finem adhiberi velint. 

503. Simili modo conllrui poterunt aquationes altiorum 
graduum , a (Tumendo pro altera Curva Lineam parabolici ge- 
neris atquatione y = P contentam. Sic , fi propofita fit 
aequatio conftruenda 

* — / * -f -f gx — s =0, 

fumatur aquatio Parabolica ordinis quarti x' = a' y ; &, cum 
fit x' = a y' , hoc termino fublluto emerget aequatio pro 
Linea tertii ordinis 

a y — / * +/ g * — g =°; 

ex qua , fi ad eam addatur multiplum quodeunque prioris 
aquationis x' — a' y = o , innumerabiles formabuntur Linea: 
quarti ordinis , quarum bina: quaevis conjuu&ae aequationem 
propofitam conftruent. 

504. Quod fi eveniat , ut ex requatione conftruenda pro- 
pofita non fatis idonea conftruclio praecedente methodo deri- 
vari queat/ tum aequatio propofita multiplicetur per x, vel x' , 
vel , vel ahiorem quampiam poteftatem ipfius x ; ita ut ad 
ejus radices aliquot inluper radices evanefeentes addantur , qu» 
per interlectiones in ipfo AbfcilTarum initio foetas indicabun- 
tur, ideoque a reliquis radicibus veris aequationis propofitx 
facile difeementur. Sic igitur aequatio propofita altioris fit 
gradus, hoc tamen non obftanre fa^penumero commodior conf- 
tructio obtinebitur. Ita , fi exempli gratia propofita fuerit 
aequatio cubica 

x' ri-Axjr + Bx + C = o ; 

qux, pofito xx=:ay, ita ut altera Curva conftrucns futura. 
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fit Parabola , altera erit femper Hyperbola ; prodibit enim, 
loco xx fubfiituto ay litec xquatio 

<zAry + A/iy + Bx , + C = o; 

vel , addita xquatione priore cxx — acy=o, r.afcetur hxc 
latius patens 

axy -f- cxx + c(A — c)y + B* + C = o , 

qux quoque perpetuo eft pro Hyperbola. Quod fi ergo Cir- 
culum vel Ellipfin vel Parabolam adhibere commodius videa- 
tur , tum aequatio propofita multiplicetur per x , ut habeatur 
hxc xquatio 

x* -j- A x' -)-Bx,T + Cjf = 0 , 

qux , fi cum xquatione biquadratica fupra conftructa compa- 
retur , erit D = 0 , hxcque aquatio femper per Circulum & 
Parabolam couftrui poterit. 

505. Quoniam ergo omnis xquatio cujtifque gradus per in- 
terfectiones chiarum Curvarum algebraicarum conltrui potefi, 
idque infinitis modis , Lineam quamcunque in locum alterius 
Curvx fubftituere licebit : hineque enata eft quxftio , quemad- 
modum data xquatio ope datx Curvx confirui queat. Hic 
aurem primum notandum e(l datam Curvam ex eo genere 
clle debere, ut ejus Applicata exprimatur per Functionem 
uniformem ipfitis x , ne interfectiones imaginaris conftructio- 
nem perturbent. Neque enim fufficeret, ut Curva, vel tan- 
tum portio Curvat propofita , habeat Abfciflas uni radici 
xquationis squales ; qux conditio , fi quidem una tantum radix 
aquationis propofita: defuleretur, adjici e(t folita ; fieri enim 
pollet , ut ifte arcus Curvat nullam patiatur interfectionem , 
criamfi Abfcifla cuipiam ipfius puncto refpondens fit vera ra- 
dix ; quoniam hxc radix ve! per interfectionem imaginariam ; 
vel per alius rami eidem Ablcilfx refpondentis interfectionem 

N’ n 1 
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In. IT. indicari pofTct. Quam ob caufam huic qutcflioni , curiofie 
magis quam utili , non immoror , cum vera fundamenta om- 
nium hujufmodi conlixadhonum latis fufe ollenderinn 


CAPUT XXI. ' 

De Lineis curvis trarfcendcnt lus. 

1 06. Hactenus de Lineis cunis algebraicis egimus, qu® 
ita funt comparata: , ut , fumtis Abfrilfis in Axe quocun- 
que , Applicat® refpoudentes exprimantur per Funfiiones 
aigebraicas AbfcilTarum ; feu , quod eodem redit , in qui- 
bus reiario inter AbfcifTas & Applicatas exprimi pofiit per 
aequationem algebraicam. Hinc itaque fponte fcquitur , ft vaior 
Applicat® per Fundlionem algebraicam Abfciff® explicari ne- 
queat , Lineam curvam algebraicis annumerari non polle. Hu- 
jufmodi autem Line® curv® , qu® algebraic® non funt, tranf- 
ccndenies vocari folent. Linea igitur tranfcend.es ita defini- 
tur , ut cjufmodi Curva e fle dicatur , in qua relatio inter Abf- 
ciffas & Applicaras aquatione algcbraica exprimi nequeat. 
Quoties ergo Applicata y Funcdioni tranfccndenti ipfius Abf- 
cifl® x atquatur , toties Linea curva ad genus tranfeendentium 
erit referenda. 

507. In fuperiori Sedlione duas potiffimum fpecics quanti- 
tatum tranfeendentium evolvimus, quarum altera Logarithmos, 
altera Arcus circulares feu angulos , comple&ebatur. Q.uoci 
fi ergo Applicata y fit squalis vel Logarithmo ipfius Abfciif® x, 
vel Arcui Circuli , cujus finus , feu cofinus , feu tangens per 
Abfciflam x exprimitur , ita ut fity = /jf, vel y = A.ftn.x, 
vel y = A. ccf.x , vel y = A. tang. x , vel , fi hujufmodi valores 
tantum in xquationem inter x & y ingrediantur , tum Curva 
erit tranfeendens. Sunt autem h® Curv® tantum fpecies tranf- 
eendentium : pratter i flas enin dantur innumerabiles ali® ex- 
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longe fuperet numerum Curvarum algebraicarum. 


50S. Quacunque Funflio non efl algcbraica , ea e fi: trnr.fi- 
ccndens : ideoque Curvam , in cujus aquationem ingreditur , 

reddit trafafcendcntcm. Aquatio autem algcbraica , vel efi * 

rationalis, nullofque ex ponentes prater numeros integros con- 
tinet , vel e fi irrationalis , atque exponentes fractos complebi- 
tur ; hoc aurem polleriori cafu femper ad rationalitatem revo- 
cari poteft. Cujus igitur Curva aquatio relationem ititer 
Coordinatas j cScy exprimens ita eft comparata, ut neque fit 
rationalis , neque ad rationalitatem perduci poffit , ea femper 
eft tranfeendens. Quod fi ergo in aquatione ejufmodi potcl- 
tates occurrant , quarum exponentes neque fint numeri integri 
neque frabi , ad rationalitatem nullo modo perduci poterit , 
ideoque Curva: talibus aquationibus contenta: erunt tranfccn- 
dentes. Hinc nafeitur prima fpecies & quafi fimpliciffima Cur- 
varum tranfeendentium , in quarum aquationibus infunt expo- 
nentes irrationales ; qua quia neque Logarithmcs neque Ar- 
cus circulares involvunt : fed ex fola numerorum irrationalium 
notione nafcuntur , magis quodammodo ad Geometriam com- 
munem pertinere videntur, & hanc ob rem ab Leibnitio 
interjeendentes funr appellata , quafi medium tenereut inter al- 
gebraicas & tranfeendentes. 

509 . Hujufmodi ergo Curva interfeendens erit , qtia con- 
tinetur aquatione y = x' 7 1 ; quomodocunque enim hac aqua- 
tio poteftatibus fumeudis evehatur , nunquam ad rationali- 
tatem perducetur. Talis aquatio autem nulla via geometrica 
conflrui poteft. Geometrice enim nulla alia poteftatcs exhi- 
beri pofTunt , nili quarum exponentes fint numeri rationales, 
hanc que ob caufam iftiufmodi Curva ab algebrafeis maxime 
diferepant. Si enim exponentem V 1 tantum vero proxime 
exhibere velimus , ejus loco ponendo aliquam ex his fraclio- 
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H nibus — » y i ~ ~ ; || , qua: valorcm V i proxime ex- 
primunt , Curvae quidem algebraica: prodibunt ad qusefitam 
proxime accedentes, at ordinis erunt vel tertii, vel feptimi, 
vel decimi feptimi , vel quadragefimi primi , &c. Quare , 
cum V i rationaliter exprimi nequeat nifi per fra&ionem , cu- 
jus numerator & denominator ftnt numeri infinite magni , hxc 
Curva ordini Linearum infiniteftmo erit accenfenda , ideoque 
pro algebraica haberi non poterit. Huc accedit , quod V 1 
duplicem involvat valorem , alterum affirmativum alterum nega- 
tivum , ex quo y duplicem perpetuo fbrtietur valorem , ficquc 
gemina Curva rcfultabit; 

510. Deinde vero fi hanc Cursam exa&e conflruere veli- 
mus , id fine Logarithmorum beneficio prxllare non poflumus. 

Cum enim fit y = x ^ 1 , erit , Logarithmis fumendis , ly= 
y/i.lx, cujufvis ergo AbfcifTx Logarithmus per V 1 multi- 
plicatus dabit Logarithmum Applicata: ; unde ad quamvis Abf- 
ciffam x refpondens Applicata ex canone Logarithmorum af- 
fignabitur. Sic , fi fuerit x = 0 , erit y = o : fi x= 1 , erit 
y = 1 ; qui valores ex xquatione facillime fluunt*: at, fi x=i , 
erit ly = V2./2 = ^ 1, 0,3010300 : & ob Vi = 1,41411 356 , 
erit /y = o, 4157174, ideoque proxime y= 2, 665 186 : & fi 
x — io,erit/y = 1 , 4142356 , hincqucy=2f,95587o. Hoc 
igitur modo ad lingulas Abfcifias Applicata: fupputari , atque 
a cieo Curva confirui poterit , fi quidem Abfcifla: x valores af- 
firmativi tribuantur. Sin autem Abfcilfa x valores obtineat 
negativos , tum difficile eft di&u utrum valores ipfius y, fu- 
turi fint realcs an imaginarii : fit enim x = — 1 , & quid fit 

( — 0 V ’ definiri non poterit , quoniam approximationes ad 
valorem \'x nihil adjumenti afferunt., 

5 11. Multo minus erit dubitandum, quin aequationes, in 
quibus adeo exponentes imaginarii reperiuntur , ad genus tranf- 
cendentium referri debeant. Fieri autem omnino poteft , ut 
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expreflio continens exponentes imaginarios valorem realem 9 A p- 
atque determinatum exhibeat. Kujus rei exempla fupra jam X X 
occurrerunt ; unde hic lufficiat unum exemplum attulilTe hoe 

V — « +x — V — 1 } 

in quo , eriamfi utrumque membrum x~^~^ 1 Sex ^ 1 

fit quantitas imaginaria , tamen fumma amborum valorem ha- 
bet realem. Sit enim Ix = v, fumto e pro numero., cujus 

Logarithmus hyperbolicus eft = 1 , erit *= e v , quo valo- 

re loco x fubftituto , erit iy=ze~^~ V ^ I 'Vi- 

dimus autem in Senione fuperiori §. 138. efle 

- = coj. A. v r 


unde fiet y = co/ A. v = cof. A. /x. Scilicet, propofito quo- 
cunque ipfius x valore in numeris , fumatur ejus Logarithmus 
hyperbolicus , tum in Circulo , cujus radius = 1 , abfeindu— 
tar Arcus illi Logarithmo squalis , hujufque Arcus coiinus da- 
bit valorem Applicat* y. Sic , fi fumatur x ~ 2 , ut lit 2 J = 

1 1 + 2 ^ 1 r erit y = cof. A. I. 2 = cof. A. 

0,5931471805599. Ille autem Arcus ipfi /2 *qualis , cum 
Arcus = 3 , 1415916535 &c. , contineat 180°, per regulam 
auream invenietur fore 39", 41' , 51", 51'", 9"'' , cujus coiinus 
eft, 0,76923890135408 , hicque numerus dat valorem Appli- 
cat* y refpondentem Abfcill* x = 1. Cum igitur hujufmodi 
expreflior.es & Logarithmos & Arcus circulares involvant, jure 
ad tranfeendentes reteruntur. 

i 

512. Inter Curvas ergo tranfeendentes primum locum tc- 
Bcnt , quarum squauoncs , praeter quantitates algebralcas 
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Iib. II. Logarithmos involvunt , atque fimpliciffima harum erit qua? 
continetur hac xquatione l y - = y , feu x = bl y - , ubi 

perinde eft cujufnam generis Logarithmi accipiantur , quia 
multiplicatione conflantis b omnia Logarithmornm fyftema- 
ta ad idem revocantur. jDeuotet ergo chara&er / Logarith- 
mos hyperbolicos , atque Curva xquatione x = b l y - con- 
tenta fub nomine Locae.it hmicze vulgo eft nota, 
i.it e numerus , cujus Logarithmus eft = x , ita ut fit e = 
i3i3iEio45S ! H5ij 530018 , fietque *' b = ^;feuy= 
ac x ' ’’ , e>; qua xquatione natura Curvx logarithmicx facillime 

cogncfcitur. Si enim loco x fucccfltve fubilituantur valores 
in arithmetica progrefiione procedentes , Applicatx y valores 
tenebunt inter fe progreffionem geometricam. Qurc quo faci- 
lius ad conftrudlionem accommodetur, ponatur e = ni , 6c 

X 'tC 

0 = nc, entque y = 0 m , ubi m numerum quemcunque 

affirmativum unitate majoreirf* (igni fi care poteft. Si igitur fit 

*=o, c, 1 c, gc, 4 c, 5 c, 6 c, &.C. 

erit 

y a , am,a ni , a ni , a m * , a m' , a m * , &c. ; 

fi: , tribuendis ipfi x valoribus negativis , fi ponatur 

* = — c , — it; — 3 C, — it, — 5 C , £<c. 
erit 


a 



a 



a 



& f> 

— , &C. 

m 1 


511. Ilinc patet Applicatas y ubique valores habere aflir- 
j-j . <Ic j. mativos , c: quidem in infinitum crefccntes , auctis Abfciffis 
x affirmative in infinitum; ex altera autem Axis parte in infi- 
nitum 
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■itum decrefcentes , ita ut hinc Asis fit Curvx Alymtota Ap. 
Sumto fcilicetyT pro AbfcifTarum initio ^ erit hoc loco Applicata 
A D = a : & , fumta AbfcifTa A P = x , erit Applicata P M 

=yz=am x ' t =ae x ' b : ideoque /. = — . Unde Ab- 

fcifla A P per conflantem b divifa exprimit Logarithmum ra- 
tionis • Si AbfcifTarum initium in alio quocunque Axis 
puncto a flatuatur , aequatio fimilis manet. Sit enim A a-=f t 
ac pofira a P = t , ob * = 1 — f, erit y = a e~ l ^ ' b =— 
ac tb \cf' b . Vocetur conflans a : /' l ’ = g, erit y = 
g c ' b . Hinc , ob ab = g , intelligitur fore BZ- /. JLJ}I L . 

w v t> d 0 1 

ideoque duftis duabus quibufvis Applicatis P M & p m , in- 
tervallo P p a fe invicem diflantibus , erit ^ 

r kpm 

conflans b , a qua ifla relatio pendet , erit inflar Parametri 
Logarii h mica:, 

514. Tangens hujus Curvas logarithmica: in quovis punflo 
AT etiam facile poterit definiri. Cum enim , pofita A P =x, 

_ . 1 

fit P M = ac , ducatur alia quxeunque Applicata QN, a 
priori intervallo P Q = u didita , eritque Q N=ac x ~^~ u ^ b = 
a c x ' b . e a ' b ; & , dudta M L Axi parallela , erit L N = 

(QN — P M) = ac x ’ b (e u b — i ). Per punfta M & 
N ducatur refla N M T Axi occurrens in punflo T , erit 

L N: ML P M: P T, hineque P T= u : (e “ : b — 1 ). Ve- 
tum , uti in Seflione fuperiori oflendimus , per Seriem infini- 
tam etl e“ ' b = 1 + y + + gy- + &c. : ideoque Ples 

£uleri Introduci, in Anal. injin. Tom, II, O o 


C A P. 
XXI. 


Digitized by Google 


lyo 


DE LINEIS CURVIS 


I I “ I »« i P,_ 

* + ii* ~l" 6V <xC 


i«/ 

6i 


E vane fiat jam intervallum P Q 


=z u ; & , ob puncta M Se N coincidentia , rccla NMT fiet 
Curvte Tangens , eritque tum Subtangens PT=b, ideoque 
conflatis ; qua; efl proprietas palmaria Curva; logarii h micae. 
Parameter ergo Logarithmics b fimul ejufdem eft Subtangens 
conflantis ubique magnitudinis. 

515. Quatflio hic oritur , utrum hoc modo tota Curva 
logarithmica fit deferipta ; & an ea , praeter hunc ramum MBm 
urrinque in infinitum excurrentem , nullas alias habeat partes. 
Vidimus enim fupra nullam dari Afymtotam , ad quam non 
duo rami convergant. Statuerunt ergo nonnulli , Logarithmi- 
cam ex duabus conflare partibus Gmilibus ad utramque Axis 
partem fitis , ita ut Afymtora fimul futura fit Diameter. Ve- 
rum aequatio y ■= ac ' i hanc proprietatem minime oflcndit ; 


quoties enim eft vel numerus integer , vel fractio deno— 
minatorem habens imparem , tum y unicum habet valorem rea- 


lem eumque affirmativum. Quod fi autem fradtio ~ habeat 

denominatorem parem , tum Applicata y geminum induet va- 
lorem, alterum affirmativum alterum negativum , hicque Cur- 
va: punihim ad alteram Afyrntotx partem exhibebit : ex quo 
Logarithmica infra Afymtotam innumerabilia habebit pun&a 
dilcreta , quae Curvam continuam non conftituunt , etiamfi ob 
intervalla infinite parva Curvam continuam mentiantur ; quod 
efl paradoxon in Lineis algebraicis locum nullum inveniens. 
Hinc etiam aliud oritur paradoxon multo magis mirandum. 
Cum enim numerorum negativorum Logarithmi fint imagina- 
rii , ( quod tum per fe patet , tum inde intelligitur quod log, 
— 1 ad V — 1 rationem habeat finitam ) erit /. — n , quan- 
titas imaginaria , qua: fit = i : at , cum Logarithmus quadrati 
squetur duplo Logaritluno radicis , erit I. ( — n )' = /. n' = 
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a. i. At , log. n eft quantitas realis , = 1 1 . n : unde fequitur, 
& quantitatem realem /. n & imaginariam i fore femiflem ejuf- 
dem quantitatis tealis I. n. Hinc porro quilibet numerus du- 
plicem habiturus efl'et femiflem , alteram realem alteram ima- 
ginariam ; fimiliterque cujufque numeri triplex daretur triens, 
quadruplex* quadrans , & ita porro, quarum tamen partium, 
unica tantum iit realis , qua; quomodo cum folita quantitatum 
notione conciliari queant , non liquet. 

5 16. Conceflis ergo his qua: a (Tum fimus , fequeretur 
numeri a femiflem fore aeque ~ -f- /. — 1 , ac : illius enim 
duplum eft a + z I. — 1 = a + /. ( — 1 )’ = a + /. 1 = 
a : ubi notandum eft efle + /. — 1 = — /. — 1 , etiamft 
non fit /. — 1 = 0 : cum enim fit — 1 = — — , erit /. — 1 
= /. + 1 — I. — 1 = — /. — 1. Simili modo , cum fit V * 


C \T. 
XXL 


non folum 1 fed etiam , erit 3 /. — - = 

l. 1 = o , ideoque ejufdem quantitatis a trientes erunt y ; 
~ + /. '+V— Ii f & -1 -4- /, . tripla enim ha- 

rum fingularum exprdfiouum producunt eandem quantitatem a. 
Ad haec dubia folvenda , qua: nullo modo admitti pofle viden- 
tur , aliud flatui oportet paradoxon : fcilicet , cujufque nu- 
meri infinitos dari Logarithmos , inter quos plus uno reali 
oon detur. Sic, etfi Logarithmus unitatis eft =0 , tamen 
praiterea innumerabiles alii unitatis dantur Logarithmi imagi- 
narii : qui funt l /. — x , 3 /. ? , 4 /. — 1 ; & 

4/. + V — 1 1 innumerabilefque alii, quos extradio radicum 
monftrat. Haec autem lententia multo eft verilimilior , quam 

fuperior : pofito enim x = l. a , erit a = e x ; ideoque a =as 
l + x -f- — + -|- &c. ; quae , cum fit aequatio 

H P 0 x 


i 

I 



) 
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Lib. II. infinitarum dimenfionum , mirum non eft fi x habear radices 

* infinitas. Quanquam autem fic pofterius paradoxon refolvi- 
mus , tamen prius fuam vim retinet , qua ad Logarithmicam 
infra Axem innumerabilia puncta difcreta pertinere ollendimus. 

517. Multo evidentius autem hujufmodi infinitarum punc- 
torum difcrctorum exiftentia monftrari potcft , per hanc 

trquationem y = ( — 1 )* : quoties enim x eft numerus , vel 
integer par vc! fradlus habens numeratorem parem , eri» 
y = 1 : fin autem x fit numerus vel integer impar vel frac- 
tus , cujus tam numerator quam denominator fint numeri im- 
pares , erity = — 1, reliquis cafibus omnibus, quibus vel* 
x eft fractio denominatorem parem habens , vel adeo nume- 
rus irrationalis , valor ipfius y erit imaginarius. .Aequatio ergo 

y = ( — 1 ) x exhibebit innumerabilia pundta difcreta ad utram- 
que Axis partem intervallo = 1 pofita , quorum ne bina 
quidem funt contigua , hoc tamen non obftantc , quatque 
bina ad eandem Axis partem fita , fibi tam erunt propinqua , 
ut intervallum fit data quavis quantitate afttgnabili minus. Inter 
duos enim Abfciffie valores quantumvis propinquos , non folum 
una fed infinitae fradliones exhiberi poliunt, quarum denomi- 
natores fint impares , ex his autem lingulis nafcuntur pundta 
ad aquationem propofitam pertinentia : mentientur ergo h^c 
pundta duas Lineas redi as Axi parallelas ab eo utrinque inter- 
vallo = x dilfitas , in his enim Lineis nullum intervallum ex- 
hiberi poteft in quo non unum , imo infinita pundta , xqua- 

tione y = ( — 1 )* contenta , aflignari queant. Ha:c eadem 

anomalia ufuvenit in aequatione y = ( — a ) x , aliifque huic 
fimilibus , ubi quantitas negativa ad exponentem indetermi- 
natum elevatur. Hujufmodi ergo paradoxa , qua: in Curvis 
tantum tranfccndentibus locum habere poliunt , hic expa- 
fuilTe necelTe erat. 
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Ji8. Ad hoc ergo genus Curvarum a Logarithmis pen- 
dentium pertinent omne* aequationes , in quibus non iulum 
Logarithmi occurrunt , fed etiam exponentes variabiles , quip- 
pe qui a Logarithmis ad numeros progrediendo oriuntur , unde 
iftar Curvat etiam exponentiales vocari folent. Hujufmodi ergo 


C a r. 
XXIJ 


Curva erit , quse in hac squarione y = x x , feu / y= xlx con- 
tinetur. Pofito ergo x = o , erit y = i ; fi .v= t , erit y = i ; 
fi x = i , erit y = 4 ; fi x == 3 , erit y — 27 , &e. Unde 
B D M exprimet formam hujus Curvae ad Axem A P relatae , 
ita ut, fumta AC = 1 , fit A B = C D = 1. Intra & 

C autem Applicatae erunt unitate minores ; fi enim lit x 

erit y = -^ = o, 7071068 : minima vero erit Appli- 
cata fi capiatur Abfcifla x = —■ = 0,36787944 , fictque tuin 

Applicata y=o,6 9 1 100 5 , uti in fequentibus docebitur. Quem- yytiv'. 
admodum autem haec Curva ultra B fit comparata ut videamus , Fig.iou 

Abfcifia x facienda eft negativa , eritque 3'= -- 1 . , unde illa 

pars ex meris pundtis diferetis conflabit , ad Axem tanquam 
Afymtotam convergentibus. Cadent autem htee punela ad 
utramque Axis partem , prout x fuerit numerus vel par vel im- 
par. Quin etiain infra Axem A P infinita hujufmodi pundla 
cadent , fi pro x fumatur fradlio denominatorem habens pa- 
rem ; pofito enim x=~, erit & y = + & y . 

Curva ergo continua M D B in B fubito terminatur , contra 
indolem Linearum algebraicarum : loco continuationis autem 
habebit punela illa difereta ; unde rtalitas illorum pundorum 
quali conjugatorum eo luculentius perfpicitur. Nifi enim h. ; 
addfe concedantur , ftatui deberet , totam Curvam in pun&o 
B iubito celfare , id quod tfiet legi continuitatis contrarium , 
ideoque abfurdum. 

j 1 9. Inter infinitas alias hujus generis Curvas , quarum c m C- 
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I- IB - II- trudio per Logarithmos effici poteft , dantur ejufmodi , qua- 
rum conftrudio non tam facile patet , qua: tamen ope idoneae 

fubftitutionis abfolvi queat. Talis eft Curva aequatione 

y x contenta ; ex qua quidem ftatim perfpicitur , Applicatam 

y perpetuo squalem efTe Abfciffie x , ita ut reda ad Axem fub 
angulo femiredo inclinata aequationi fatisfaciat. Interim ta- 
men mauifeftum eft hanc squationem latius patere , quam 
atquarionem pro reda y = x ; neque igitur hanc vim aquatio- 
nis ** = y x exhaurire : fatisfieri enim huic aquationi poteft , 

etiamfi non fit x = y ; quoniam , fi x = i , etiam efTe poteft 
■p A B y= 4 . Prster redam ergo EAF,x quatio propofita alias com- 
XXV. pledetur partes; ad quas in veniendas, ideoque ad totam Lineam 
Eig.ioy aquatione contentam exhibendam , ponamus y = t x, ut fit 

x r 1 = t x x x : unde , radice poteftatis x extrahenda , erit 

x { = t x & x r 1 = t ; ideoque habebitur x = 

_r t 

t 1 1 8cy = t t 1 , Vel , pofito t — i = , erit x = 

i “ i "+ 1 

( i + — ) & y = ( i -j- — ) . Hinc Curva , prster 

redam EAE, habebit ramum R S ad redas A G & AH, 
tanquam Alyrntotas , convergentem , cujus reda A F erit 
Diameter. Secabit autem Curva redam A F in pundo C ita 
ut fit A B = B C = e , denotante e numerum cujus Loga- 
rtthmus eft unitas. Infuper autem squatio fuppeditat innume- 
rabilia punda difereta , qus cum reda E F , & Curva RCS 
aquationem exhauriunt. Hinc ergo innumerabilia binorum nu- 
merorum x Sc y paria exhiberi poliunt ut fit x y = y x , tales 
enim numeri in rationalibus erunt 
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X = 1 



- s" 

4 


&c. 


y 

y 

y 

y 



»7 

T 


4’ ili 

3« 8i 

V __ J_ii 

4' 102.4 

&c. 


horum fcilicet binorum numerorum alter ad alterum elevatus 
eaedem quantitatem producit : lic erit 


i 4 — 4 = 1 6 




&c. 


5 10. Quanquam in his fimilibufquc aliis Curvis infinita 
pun&a algebraice poliunt determinari , minime tamen Curvis 
algebralcis annumerari poliunt , quoniam innumerabilia alia 
extant punfta , qua; algebraice nullo modo exhiberi polTunr. 
Tranfeamus ergo ad alterum Curvarum tranfeendentium ge- 
nus , quod Arcus circulares requirit : hic autem perpetuo ra- 
dium Circuli , cujus Arcus conltruftionem ingrediuntur , uni- 
tate exprimo , ne pluribus characteribus calculus perturbetur. 
Curvas autem ad hoc genus pertinentes non cllc algebraicas 
facile o (tendi poteft , etiamfi impolfibilitas quadratura; Circuli 
nondum fit e vicia. Confideremus enim fimplicifiimam tantum 

hujus generis atquationem hanc y -- = A.fin. ; ita ut Ap- 
plicata y fit proportionalis Arcui Circuli , cujus Sinus exi 
Quoniam enim eidem Sinui ~ innumerabiles Arcus conve- 


i 

i 

i 


1 


I 


i 
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tin. II. niunt , Applicata y erit Fundio iufinitinomia ; ideoque tam 
” ipia quam aliae red® Cunam in infinitis pundis fecabunt, qu® 
proprietas illam Curvam ab algebraicis clariflime diflinguir. 

Sit s minimus Arcus finui — conveniens , & denotet 71 - ferni- 

c 

circumferentiam Circuli , erunt valores ipfius fequentes 

s ; it s; Zv-t-sj 3 ir s ; 4w-|-i; - f w s; &c. 

t s; iv + s i 3« s ; 4*+* >' 5 » sitcc. 

T a n. Sumta ergo reda CAB pro Axe , & A pro AbfcifTarum prin- 
X XV. cipio ; erunt primo , polito x = o , Applicat® AA'=z-7ra, 
*-o- 10 4 - yj __ l7ra t AA’ = 2 7ra » Ircmcjue ex altera parte 
A A 1 = 7r a , A A ' = itu 1 A A ' = 3 t a , &c. : 
atque per fingula h®c punda Curva tranfibit. Sumta vero 
Ablcilla AP = x , Applicata Curvam in infinitis pundis M 
fecabit , eritque P M' = as , P M‘ = a (ix — s), P M' = 
«(i-sr+s) , &c. Curva ergo tora ex infinitis portionibus 
A E' A' ; A' F' A' ; A' E' A' A' F‘A' ; &c. , fimilibus erit 
compofira ; ita ut fingul® red® Axi B C parallel® , qu® per 
punda E & F ducuntur , futur® fint Curv® diametri. Erit 
vero AC = ABt=zc , & intervalla E' E’ , E‘ E' , E' E ‘ , 
E~' E~' , itemque F' F ‘ , F' F~' , F~‘ F~‘ , erunt fin- 
gula ®qualia %cnx. Cuna h®c a Leibnitio efl vocata 
Linea Sinuum , quoniam ejus ope cujufque Arcus finus facile 
invenitur. Cum enim fit L. = A. (tn. — , erit viciflim 

— - = (in. A. Si ponatur = — 7 r , fiet — = 

c J a r a % <1 c 

cof. A. ; ficque fimul habetur Linea Cofmuum. 

511. Simili modo ex hac confideratione oritur Linea Tangen- 
tium , cujus ®qtiatio erit y = A. tang. x , pofitis brevitatis 
ergo <7=1 & c = i ; hinc ergo convertendo fit x = tang. A. 

y=-£^ , cujus Cun® figura facile ex natura Tangentium 

colligitur, 




Digitized by Google 



1 


r 


TRANS C EN DENT IBUS. 


197 


C a r. 
XXL 


colligitur. Habebit autem infinitas Afymtotas inter fe paralle- 
las. Pari modo deferibi poterit Linea Secantium ex sequa- 

tione y = A.fec. x, feu x^=Jec. A. y = f qua; etiam in- 
finitos ramos habet in infinitum excurrentes. Maxime vero 
ex hoc Curvarum genere innotuit Crctois, feu Trochois , 
que deferibitur a punflo in peripheria Circuli fuper linea rec- 
ta rotando progredientis , cujus equario inter Coordinatas 
orthogonales eft y=V( I — **) + A. cof.x. Curva hec , 
cum ob deferiptionis facilitatem tum ob plurimas , quibus gau- 
det , infignes proprietates , maxime eft notatu digna. Quo- 
niam autem plereque fine Analyfi infinitorum explicari ne- 
queunt , hic tantum precipuas , qua; ex deferiptione imme- 
diate fluunt , breviter perpendamus 

511. Rotetur ergo Circulus ACB fuper refla E A ; at- 
que j ut inveftigatio latius pateat , non punflum Peripherie 
B fed punflum Diametri produfle D quodeumque deferibat 
Lineam curvam DJ. Sit hujus Circuli radius CA = CB=a, 
diftantia CD=b , atque in hoc quidem fitu punflum D 
locum obtineat fummum. Pervenerit inter rotandum Circulus 
in fitum a QbR\ ac, pofito fpatio A Q = { erit Arcus a Q 

— qui divifus per radium a dabit angulum a c Q =?:-*- , 
& punflum deferibens erit in d , ut fit c d = b , angulus 


T A B. 
X X V. 


dcQ = 7t *-/ & d erit punflum in Curva quefita. Du- 

catur ex d primum in reflam A Q normalis d p , tum in rec- 
tam Q R normalis dn ; erit d n = b.lin.-E- & c n = — . 
v x J a 


b.cof. -i-: ergo Qn = dp = a + b. cof. Producatur dn 

donec refle A D occurrat in P ; ac vocentur Coordinate 
D P = x , P d = y ; erit x = b -J- c n ; feu x = b — 

b. cof. , Szy — A Q + d n = { + b.fin. * . Cum igitur 

Euleri Introduci, in Anal, infn. Tom, II. P p 
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s 

fit b. coj. = 5 — x, erit b.Jin.-^- = y(zbx — xx ) & 

j = a A. cof. ( i ~~)=a A.Jin. V ( 1 * z ~A jJ ; quibus 

Valoribus fubfli tutis , erit y=V (iAx — xx) - \-aA.Jin . xg — 

Vel , fi Abfcifise in Axe AD tt Centro computentur voce- 
turque b — x=t , erit, \J (ibx — xx) = ^(bb — tt) t & 
inter t & y habebitur zquatio ifta 

y = V(^ — «) +aA. co/T -j- t 

qux xqnatio dat Cycloidem ordinariam, fi fuerit b = a; fin 
autem fit vel b major quam a , vel b minor quam a , Curva 
vocatur Cyclois vel curtata vel elongata. Semper autem erit 
y Fundio infinitiplex ipfius x , vel t\ feu , quzlibct reda bafi 
A Q parallela Curvam in infinitis pundis fecabit , nifi ejus dif> 
tantiaxvelt fuerit tanta, ut ^(ibx — xx) vel V — «) 
fiat imaginaria quantitas. 

52.3. Inter Curvas hujus generis, quz imprimis funt cogni- 
ta;, referri debent Epicycloides & Hypocycloidcs , quz oriuntur fi 
Circulus AC B fuper Peripheria alterius Circuli O A Q rota- 
tur, intereaque pundum quodpiam D , vel extra vel intra Cir- 
culum mobilem fumtum , Curvam D d deferibir. Ponatur 
Circuli immoti radius O A = c , radius Circuli mobilis 
C A =C B — a , & diftantia pundi deferibentis C D = b; 
fumatur autem reda O D pro Axe Curvz quzfitz D d. A fittt 
hoc initiali , quo punda O , C , D in diredum jacent , pro- 
celTerit Circulus mobilis in fitum Qc R , deferipto Arcu AQ 

= { , ita ut fit angulus A O Q=-d~. Erit ergo Arcus Qa 

= A Q = {,- hineque angulus ac Q = = R cd:& , 

fumta reda c d= C D —b , erit d pundum in Cun a Dd. 
Exeo in Axem demittatur perpendiculum dP \ itemqueexc 


■ 
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TRANSCENDENTIBUS. t 9J 
perpendiculum cm & cn parallela Axi OD. Ergo, ob an- 
gulum Ren = AO Q = -i- , erit angulus dc n = -i -f- 

A. _ = Unde obtinetur d n = A. fin. — c ^ 1 & 

c n b. Deinde, ob OC = Oc = a + c, 

erit c //i = ( a -J- c ).Jin. -5- , & Om = (a + c ). cof. 
Vocatis ergo Coordinatis OP = x, & Pd = y , erit * = 
(a+c). co/i + i. cq/T^i^, & y = (a-t-c).//z.-5- + 
l.Jin. Hinc patet, fi fuerit numerus ratio- 

nalis . tum ob commcnffurabiliratem angulorum -i- & 
ipfam incognitam ^ eliminari , ideoque aequationem algebrai- 
cam inter x & y inveniri poffe. Reliquis cafibus Curva hoc 
modo deferipta erit tranfeendens. 

Ceterum hic notandum eft , fi fumatur a negativum , tum 
Hypocycloidem die prodituram , Circulo mobili intra Circu- 
lum immobilem cadente. Vulgo quidem b ftatuitur Radio a. 
squalis ; ficque Epicycloides & Hypocycloides proprie fic 
didat refultant. Hic igitur inventa Curva latius patent ; & , 
quia aquationes non funt difficiliores , hanc conditionem adji- 
cere vifum eft. Si quadrata xx &cyy addantur , erit xx -J- yy = 

(a + c)‘ + i' + ( n + « )• cof. -i , cujus aequationis ope 

eliminatio ipfius j eo facilius expedietur , quoties quidem 
quantitates a & c fuerint commenfurabiles. 

5 14 . Praeter cafus , quibus amborum Circulorum radii a & 
»- funt inter fe commenfurabiles , Curvaeque fiunt algebraicar , 
notari meretur ifle quo b — — a — c ; feu , quo punflum 
Curvae D in Centrum Circuli immobilis O incidit. Sit igitur 
£== — a — c i eritque xx -\-yy = x (n +c)‘(i — cof-*-) 

Pp x 


I 


Cif; 

XXI. 
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==4 ( a + c )' (. c °f -£ 7 )' i unde fiet cof. f- — rx Dem- 

de , cum fit x = ( a + c ) ( cof. -* &r= 

<« + c)(/I».f_/,,.t£±£U), «Ai— «*Siifc2J 

& fin. = — — ~ — - ; atque cof. ^ * ■ a ^ ^ = 

J 2dC V (x;r-j-_y_y) * * J id C 

V(^+vy) ’ Q uare > cum flt V (** -+-yy) = i (a + c)cof.^ t 
fiet jf=z(u + c). cof-S-.fin.^L 777^, &y= — a(a + c). 
cof. co/I ^ 1 Sit, exempli gratia, c = ia,- erit 


x — 6a. cof ftn. , & j = — 6a.cof.-ij. cof. -f , & 
V (jtx + yy ) = 6a. cof^.. Ponamus cof-^--=.q, erit 

fi n ' i~ a = V ( * — qq ) » & fn. -j — 2 ? V ( 1 — ?<?) , atque 
cof ^ — zqq — 1 : unde fit j = £ I . 3 lX I.) , & y — 

— 6aq(xqq — i )=( i — i?y)V(**-f-yy)=(i — ) 
V(.xx+yy); feu , i8<wy=( i8<m — jor — yy) V (xx + yy). 
Ponatur 18 aa=ff ; & , fumtis quadratis , habebitur ifta aqua- 
tio fcxti ordinis (*x+yy)' — rff(xx+yyy+f'xx = o. 
Quoniam vero hic nobis eft propofitum non Curvas algebrai- 
cas fed tranfcendentes contemplari , his miflis ad ejufmodi 
Curvas progrediamur , quarum conftrudio fimul tam Loga- 
rithmos quam Arcus circulares requirat. 


T a b. 5 25 . Supra vero jam ejufmodi na&i fumus Curvam ex aqua- 
XXVI. , , j- w _ _ j ___ _ 

pig.107. tione i.y — x + * v , quam tranfmutavimus 

in hanc y = cof.A.lx. Hac vero ulterius abit in A. mf Y — 

^ C f 

Ix , & x = e - co -y, Sumta ergo reda AP pro Axe, in 
coque A pro initio Abfciflarum , primo patet ultra A in re- 
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gione Abfciflarum negativarum Curvae nullam dari portionem 
continuam , Axis autem A P a Curva in infinitis pundis D 
interfecabitur , quorum pandorum ab A difiantix progrefiio- 

-X 

nem geometricam conftituent, erit fcilicet A D = e * ; 
3* - s* 7^ 


C * r: 

XXI. 


AD' = e 1 : AD' — 


e » 


AD' 


e i ; &c. , tum vero 


dabuntur infinitae intqrfediones ad A propius accedentes , 


-?T 


AD~' —e 1 , AD * = e 1 , A D~' =e 1 &c. 

Deinde haec Curva utrinque ad Axem excurret ad difiantias 
A B = AC = 1 ,, ibique redas Axi parallelas tanget in in- 
finitis pundis £ & i 7 , quorum difiantias a £ & C pariter pro- 
grefiionem geometricam conftituent. lufinitis ergo flexibus 
Curva ad redam B C accedet , atque tandem cum ea prorlus 
confundetur. Singularis ergo hujus Curvae' proprietas in hoc 
confifiit , quod non reda infinita fed finita B C Curva; Iit 
Afymtota , quo ipfo hujus Curvae indoles ab algebraicis maxi- 
me difiinguitur. 

5 x 6 . Ad Curvas tranfeendentes , quarum conftrtidio an- Tai». 
gulos , vel folos vel cum Logarirhmis conjundos , requirit, X_X VI. 
referri quoque debent innumerabiles Spiralium fpecies. *‘Z - 10 ’ 
Refpiciunt autem Spirales pundum quodpiam fixum C tan- 
quam Centrum , circa quod plerumque infinitis fpiris circum- 
ducuntur. Natura harum Cunarum commodifiirnc explicatur 
per squationem inter cujufque Curva: pundi M a Centro C 
diftantiam C AI & angulum ACM, quem hxc reda CM 
cum reda pofitione data C A confiituit. Sit ergo angulus 
A C M = s ; feu , fit s Arcus Circuli radio =1 deferipti , 
qui fit anguli A C M menfura , ac ponatur reda C M == ?. 

Quod , fi nunc detur aquatio quacunque inter variabiles s & 

3 , Curva relultabit fpiralis. Cum enim angulus ACM, 
prteter s, infinitis modis exprimi queat; quoniam anguli i-jy -j-.r, 

4® + j,6 7T + *. &c., item — i -sr + s , — 4 -tt s , &c. , 
eandem poGtionem reda: C M exhibent , Itis valoribus loco s 
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Ltft II. in iquationa fubfti turis, diftantia? C M infinitos diverfos obtt- 
flebit valores , ideoque reda C M produda Cun am in infi- 
nitis pundis fecabit , nifi ex his valoribus quantitas ^ fiat ima- 
ginaria. incipiamus ergo a cafu fimplicifiimo , quo efty = 
a s •, erunrque pro eadem redi C M politione valores ipfnts y 
ifti a (z tt s) , a ( q 7 r + s),a(67r-j-s) &c. , itemque — 

a ( m s ) , — a ( 4 -n s) , — a ( 6 -nr — s ), &c. Quin 

etiam fi pro s ponatur ■> r s , eadem redi C M manebit 
politio , priterquam quod valor ipfius [ capi debeat negative : 
hinc ad valores ipfius ^ afiignatos , addi oportet hos — ■ 
fl(7r+s), — fl(3T + i)> — a ( 5 7T + J ) , &c. : priterea- 
T a b. l J lle 'ft° s a ( 7r — s ) ♦ ( 3 w — s ) i a ( i 7r — 3 ) > &c. Cur» 

XXVII. vi ergo hujus forma erit talis , qualis in figura ad marginem 

f-ig.ioy. a ]] e g a ra reprifentatur ; redam fcilicet AC in C tangit , hinc— 
que duobus ramis , utrinque infinitis gyris Centrum C ambien- 
tibus & fe mutuo in reda B C ad AC normali perpetuo de- 
curtantibus , in infinitum extenditur; eritque reda B C B tjus 
Diameter. Vocari autem hic Curva ab inventore folet Spi- 
ralis Archimedea ; atque , fi femel eft exade defcripta , infer, 
vit ad quamvis angulum in quotcunque partes fecaudum , uti 
ex ejus iquatione \ = a s fponte patet, 

517. Quemadmodum aquatio { = a s , qui , fi j & s ertent 
Coordinati orthogonales , foret pro Linea reda , pribuit Spi- 
ralem Archimedeam ; ita fi alii iquationes algebraici inter 
j & s accipiantur , infiniti alii prodibunt Linei fpirales , fi 
quidem iquatio ita fit comparata, ut fingulis ipfius s valoribus 
refpondeanr valores reales ipfius Ita , hic iquatio ^ = 

•— , qui fimilis eft iquationi pro Hyperbola ad Afymtotas 

relata , pribet fpiralem , qui a Cei. Johanne Bernoul— 
sio vocata eft Spiralis Hyperbolica ; atque , poftquam ex 
Centro C infinitis gyris exiifiet , tandem in diftantia infinita 
ad redam A A tanquam Afymrotam accedir. Quod fi pro- 
ponatur iquatio f = a'ys; angulis s negative fumtis nulla 
relpondebit diftantia realis { ; valoribus autem affirmativis fitv- 
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.gulis ipfius s gemini valores ipfius £ refpondebunt , alter afi- Cat: 
firmativus alter negativus : fpirae tamen circa C abfolventur ^ ^ 
infinit*. Sin autem aequatio inter ^ & s fuerit hujufmodi 
x=a \/ (nn — ss) , variabilis { nullum habebit valorem rea- 
Icm nifi s contineatur intra hos limites + n & — n ; ideo- 
tjue hoc cafu Curra erit finita. Scilicet, fi ad Axem ACU 
per Centrum C utrinque inclinentur redae EF , EF , cum Axe XXVH. 
angulum = n conftituentes , hae erunt Curvae fefe in C de- Fig. n*. 
cuflantis tangentes , ipfaque Curva habebit Lemr.ifcarx formam 
ACBCA. Simili autem modo innumerabiles aliae obtine- 
buntur Linearum tranfeendentium forma: , quas evolvere nimis 
foret prolixum. 

518. Haec tradatio porro in immenfum amplificari pofler , 
fi inter £ & s non aequationes algebraicee fed adeo tranfeen- 
dentes accipiantur. Ex quo genere prae reliquis notari mere- 
tur ea Linea curva , qux hac aequatione s = n l. -S- exprimi- 


i 


I 

1 


r 

I 


tur ; in qua fcilicet anguli s font Logarithmis diftantiarum | 
proportionales ; ob quam caufam haec Curva Spiralis Logari- 
tkmica appellatur, atque ob plurimas infignes proprietates ma- 
xime eft nota. Hujus Curvae primaria proprietas eft , quod Tab: 
omnes redae ex Centro C edudae Curvam fub aequalibus an- XXVIT. 
gulis interfecent. Ad eam ex aequatione educendam, fnan- r ' 


gulus ACM = s , & reda C M = { , eritque s = n l. S. 8 c 

S 

7 = a e n ; tum capiatur angulus major A C N = s + v # 


S V 

erit reda C N = ae n e n , ideoque Centro C deferipto Ar- 


cu M L , qui erit = { v , fiet L N= a e n (e" - — ‘ 1 ) = 


«e* C 4 + i + & c - )■ Hinc crit » 


M L 

Lti — 
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Ltb. II. 


ncfccnte angulorum differentia M C N = v , fiet tan- 
gens anguli , quem Radius C M cum Cun a conllituit ; unde , 
fadlo v = o , iflius anguli AMC tangens erit = n , ideoque 
ille angulus conflans. Si Sierit n — i , ille angulus erit fe- 
mireclus , hocque cafu Spiralis logarithmica vocatur fcmirec- 
tangula. 


CAPUT XXII. 

Solutio nonnullorum problematum ad Circulum pertinentium. 

519. Posito Radio Circuli = 1 , fupra vidimus fore 
femicircumferentiam 7 r, feu Arcum 180 graduum, = 
3,14159165353979313846164338, cujus numeri Logarirhmus 
decimalis feu vulgaris elt 0,49714987x69413385435 1168188; 
qui fi - multiplicetur per x, 30x58 &c. , prodibit ejufdem 
numeri Logarithmus hyperbolicus , qui erit = 

1 , 14471988584940017414.34x37. Cum igitur longitudo 
Arcus 180 graduum fit cognita, inde cujufvis Arcus in gra- 
dibus dati longitudo poterit ^ilTignari. Propofitus fit Arcus n 
graduum , cujus longitudo , qua: queritur , fit = 3 ; erit 180 : 

n = 7r 13, ideoque 3 = ~,g : hinc Logarithmus ipfius 3 re- 

peritur, fi a Logarithmo numeri n fubtrahatur ifle Logarithmus 
1 , 7581XX63X40917XX154.5X516413. Quod fi autem Ar- 
cus propofitus detur in minutis primis, ut fit n' ; tum a 
Logarithmo ipfius n fnbtrahi debebit ifle Logarithmus 
3, 536x7338179x815847961193111. Sin autem Arcus pro- 

pofitug 
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pofitus detur in minutis fecundis ut fit = n " , tum longitudi- 
nis illius Arcus Logarithmus reperietur , li a Logarithmo 
numeri n fubtrahatur ifle Logarithmus 
5,3144151331764.59480470060009 , vel fi ad Logarithmum 
numeri n addatur 4,685574866813540519519939990, & a 
charadteriflica fummae 10 fubtrahamur. 


C A f. 
XXI!. 




530. Ex his ergo viciflim Radius & ejus partes quicunque, 
cujufmodi funt Sinus , Tangentes & Secantes in Arcus con- 
verti , hique Arcus more folito fecundum gradus , minuta & 
fecunda exprimi pofTunt. Sit { hujufmodi Linea per Radium 
1 ejufque partes decimales expreffa; fumatur ejusLogarithmus, 
ejufque chara&eriftica denario augeatur, quemadmodum in ta- 
bulis Logarithmi Sinuum , Tangentium & Secantium reprae- , 
fentari folent ; quo fadto vel fubtrahatur ab illo Logarithmo 
4,6855748668135405 19519939990, vel ad eundem Logarith- 
mum addatur 5,314415 133176459480470060009 ; utroque 
cafu prodibit Logarithmus , cujus numerus refpondens praebe- 
bit Arcum in minutis fecundis exprefTum. Polleriori quidem 
cafu charaderiftica denario minui debet. Quod fi autem quae- 
ratur Arcus ipfi radio aequalis ; hic fine Logarithmis facilius 
per regulam auream invenitur , cum fit 7 r ad 1 80° ut 1 ad Ar- 
cum radio squalem ; hinc autem reperitur ifte Arcus in gra- 
dibus expreffus 57', 1957795 13081310876798 , idem vero 
Arcus in minutis primis expreffus erit 

3437', 7467707849 301 5160788 ; in minutis vero fecundis erit 
idem Arcus = 106164" » 806147096355 1 564718. Con— 
fueto autem more hic Arcus expreffus continebit 


57% I 7% 44"» 4 8 '"» 3- 1 " 


Hujus Arcus per feries in Sedtione fuperiori exhibitas reperitur 
Sinus =0, 84147098480514 
& 

Cofinus = o, 54030130584341 • ' 

quorum numerorum ille per hunc divifus dabit Tangentem, 
anguli 57 0 , 17', 44", 48'", 11"", 19"'", 11""", &c. 

Euleri Introduci, in Anal. injin. Toni, II, Q <j » 
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II. 531. His igitur prxmiffis , quibus Arcus circulares cum Si- 
nubus & Tangentibus comparari poliunt , plurimas quxltiones 
ad naturam Circuli fpedantes refolvere poterimus. Ac primo 
quidem , patet omnem Arcum Sinu fuo ede majorem > nifi lit 
evanefcens ; aliter autem ratio Cofinuum eli comparata , quo- 
niam anguli evanefcentis Cofinus eft = 1 , ideoque Arcu ma- 
jor , anguli vero redi Cofinus eft = o , ideoque. Arcu eft 
minor : ex quo patet intra limites 0° & 90° dari Arcum „ 
qui fit fuo Cofinui squalis , quem fequenti problemate in- 
vcnigemus. 

Problema I. 

Invenire Arcum Circuli , qui fit fuo Cofinui ecqualis , 

\ 

Solutio. 

Sit s ifte Arcus quxfitus ; eritque s = cof. s ; ex qua xqua- 
tione valor ipfius s commodius quam per regulam falfi didam 
vix inveniri poterit. Ad Hoc autem jam propcmodum valo- 
rem ipfius s node oportet , quod vel- levi conjcdura adequi 
licet: nifi autem hoc pateat, tres plurefve valores locos fubf- 
tituantur , & Cofinus pariter ad eandem unitatem revoce- 
tur. Ponamus s = 30°, quem Arcum ad partes radii revo- 
cemus regula fupra data 

/. 30 = 1,4771113 
fub trahe 1,7581116 
/. Arch. 30° 9,7 189987 
at eft 

7 . «>/30=9,9375306 

unde patet Cofinum 30° multo ede majorem Arcu ideoque 
Arcum quxfitum majorem efle 30* , Fingamus ergo 
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5 = 40° 
eritque 

/.40= 1,6010600 
fubtrahc 1,7581116 
l. Are. 40° = 9^8439374 
at eu 

l.cof. 40 = 9,8841540 

hinc intdligitur Arcum qusefitum aliquanto majorem effe quam 
40°, haneque ob rem fingamus s 1=45°, erit 

l 45 = 1,6531115 
fubtrahe 1,7581116 
I. Arc.i±5°= 9,8950899 
at eft 

/. cof. 45 0 = 9,8494850 

I 

continetur ergo angulus quscfitus inter 40* , St 45’ : atque adeo 
hinc proxime definiri poterit. Nam, potitos = 40°, 

eft error = + 403166: 
pofito autem s = 45°, 
eft error = — 456049, 

& differentia = 859115 , 

Fiat ergo ut 859115 ad 403i66ita differentia liypothefium 
5 0 ad exceffum Arcus quzfiti fupra 40° , unde Arcus quaffi- 
tus major fit quam 41°, limites enim illi nimis funt remoti, 
quam ut exa&ius definire queamus. Sumamus ergo limites 
propiores 


Qq * 


Caf, 

30UU 
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Lib* II» s ■ s ■ 43 

/.5=1,6131493 1,6334685 

fubtrahe 1,7581116 1,7581116 

/. 5 = 9,865 1167 9>87534f9 

& eft & eft 

l Cof. s == 9,8710735 9,8641175 

+ 59468 — 1x1184 | 

1 111 84 

171651 : 59468 = 1° : 20' , 47". 
Ar&ifTimos ergo obtinuimus limites 41°, 20', & 41°, n 1 
intra quos verus ipfius s valor contineatur. Hos angulos ad 
minuta prima revocemus 

5=1140' 5 = 2541' 

/. s — 3,4048337 3,4050047 

fubtrahe 3,5361739 i 3,5361739 
/.5=9,8685598 9,8687308 

/. cq/. - 5 = 9,8687851 9,8686700 

-J- 1153 — 608 

608 

1861 : 1153 = 1' : 47", 14"' 

Hinc concludimus Arcum quafitum , qui fuo Cofinui fit 
aqualis , fore = 41° , 10' , 47'' , 14"' , hujufque Cofinus , feu 
ipfa longitudo, erit = o , 7390847. Q. E. I. 

Ti j, 531. Se&or Circuli ACB a Chorda AB in duas partes 
xxviii. fecatur , Segmentum A E B & triangulum ACB , quorum 
illud hoc minus eft fi angulus ACB fuerit exiguus, majus 
autem fi angulus AC B In admodum obtufus. Dabitur ergo 
cafus quo Seflor ACB per Chordam AB in duas partes 
aquales fecatur , unde nafcitur. 

Problema II. 

Invenire Sectorem Circuli ACB, qui a Chorda A B in duas 
partes aquales fecetur , ita ut Triangulum ACB aquale fit 
Segmento A E B. 
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Solutio. 

Pofito Radio AC= 1 , fit Arcus quaefitus A EB = zs , 
ut fit ejus femiflis A E = B E=s : du< 5 fo ergo Radio CE , 
erit AF=fin.s , & CF=cof.s : Unde fit Triangulum ACB 

z=fin.s. cof. s= Y-fi n - xs » & ipfe Se&or ACB eft — s , 

qui cum aequari debeat duplo Triangulo , erit s=Jin. is ; ideo- 
que Arcus quaeri debet , qui aequalis fit Sinui Arcus duplici. 
Primum quidem patet angulum ACB refto efTe majorem ; 
ideoque s fuperare 45 0 , unde fequentes faciamus hypothefes 


S— 5 °° 
l.s = i, 6989700 
fubtrahe 1, 7581216 

s == v ° 

!, 740^617 
t, 7581116 

r = 54 0 
'. 73 * 39)8 

I, 7^81226 

9 . 94° a 474 
l.fm.is — 9 , 9914515 

9, 9822401 
9, 9719858 

9 . 974 * 7 « i 
9, 9782064 

+ 5 1*04 > 

— 9*543 

1 ri- 3935 « 


9 M 43 

617584 : 51504 1 = 5« ; 4 0 , 15' 


Erit ergo propemodum .5 = 54°, 15' : unde ad fuperiores fiy- 
pothefes addamus 5=54°, & ex erroribus concludetur s~ 
5 4 0 , 17' , 54" , qui valor a vero minuto integro non difcrepat : 
faciamus ergo fequentes politiones minuto tantum difcrepantes 


i=54°, 17' 
feu 

i = 3157' 

& 

2 j = 108“, 34' 
compl. = 7i°,26' 
l. s = 3, 5128178 
fubtrahe 4, 5461749 

s= 54% '8' 
lcu 

S = 3*58' 

& 

z s= to8 l> ,36' 
compl. = 71°, 24' 

3, 51295«« 
3» 5361739 

a= 54°. 19' 
feu 

* = 3159' 
& 

u= 108°, 38' 
compl. = 71°, 2 2' 

3. 3*3 c8 44 
3, 5362739 

l.s = 9 , 9765439 
l.fm. Is = 9. 9767872 

9, 9766772 
9, 9767021 

9, 9768105 
9, 9766171 

4 - *433 

+ 

N 

0 

— '934 


1914 

2.184 

fiat ergo ii?4 : 250 = 1' t 6" , 5 i" 


IlB. II. 


T A B. 
XXVI II 
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Hinc erit 5 = 54°, 18', 6", 51'". Si hunc angulum accuratius 
determinare velimus , majoribus tabulis uti oportet 5 unde 
faciamus fequentes hypothefes 10" differentes 


54°, 18', 0" 
feu 

s= 19^48° 

1 s = 1 08“ , 36;, 0" ’ 
compl.= 71 0 , 14’ , 0' 
/^=5,19*1013304 
fubrrahe 5. 3'4V5>3 )1 

r= 54°. >8', io* 
feu 

1= >9549°" 

2 1 = io8° , 36', 20" 

compl. = 7 1 *. 2 3'i4 0 " 
5, 1911245466 
5. 3 '44 1 5 >33 4 

9> 97^6771972. 
l.fin. 2r = 9. 976701119 1 

9, 97669941 34 
9, 9766880551 

+ 150319 

113582 

113581 


363901 : 

250319 = io" : 6" , 52'" 

Erit ergo s = 

54 0 , 18', 6\ 51“ 


ideoque angulus ACB = 108 0 , 3 6' , 13",, 45 
ejufque complementum = 71 , 23 , 4 6 , 14 , 31 , 
cujus finus Logarithmus , feu 
l.Jtn. 1 s — 9, 9766914791 , 

& ipfe 

finus = o, 9477470, 

Deinde erit 


. 43 . 33 • 

A f+tlll A >+11111 9 

t JJ * 

xf' , 6"'", 

H» 


n. 1 =sl F = B F = o, 8111019 , 
ideoque ejus duplum , feu 
Chorda AB= 1,6242058. 
Praeterea vero erit- 


v Cofinus CF = o, 5 33? > 43 : 

Sicque vero proxime Sedor quaefitus conflrui poterit. Q. E. I. 


533. Simili modo determinari potcft Sinus , quo Circuli 
quadrans in duas partes aequales fecatur. 

Problema III. 


In quadrante Circuli ACB applicare Sinum DE qui Aream 
quadrantis in duas partes aquales bifecet. 
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Solutio. 


Sit Arcus AE = s ; erit BE = ~ — j , ob AEB = 
■— ; & Area quadrantis = ~ tt. Jam Area Seberis ACE 
eft = 4 - s . a qua Triangulum CDE = ~.fin.s.cof.s fubtrac- 
tum relinquet fparium ADE = s — -‘-.y?/ 1, s. cof. s , cujus 
duplum dare debet quadrantem : ex quo erit A- 7r = s — 
—.Jin.is : ergo s -- tt =-~.fn.xs. Ponatur Arcus s — 


i 

— -cr ; 

4 


: s — 45°= u •' erit ^s = yo -f- t-u; ideoque efle opor- 


tet u= Y- cof. i u , 8 c zu = cof. iu. Cum ergo Arcus requira- 
tur , qui fuo Cofinui atquetur , eumque problemate primo in- 
venerimus , erit iw=4z°, io', 47 ", i4'", & u = n 0 , io', i 3 " , 
37"'. Quocirca erit Arcus AE = s = 66 °, io', 13", 37"', & 
Arcus BE-=x 3 ° , 49', 36", 13'". Hinc erit Radii pars CD = 
0,40397 1 8,& AD=o,j<) 6 o 18 1 , atque SinusZ)£=o,9 1477 1 1 . 
Hoc ergo modo , quo Circuli quadrans bifecatur , totus Cir- 
culus fecabitur in 8 partes aequales. Q. E. F. 

534. Quemadmodum Circulum omnis redta per Centrum 
duda bifariam fecat , ita ex quovis Peripherie pundto redihe 
educi poterunt , quae Circulum in tres plurefve partes aequales 
fecent. Inquiramus in quadrife&ionem , ac refolvamus. 


Problema IV. 

Propofito femicirculo AEDB ex punclo A educere Chordam 
AD quit Aream femicirculi in duas partes aquales fecet. 


Solutio. 


Sit Arcus quxfitus AD==zs i duftoque Radio CD, erit 


C AP. 
XXII. 


Tab. 

XXVIII 

/>3.114. 


Lid. TI. 


Tai. 
XXIX. 
Fig. 115. 
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arca Sedoris ACD=~s, a qua auferatur Triangulum 
AC D = AC . DE == -L, Ji n . s , remanebitque Segmen- 
tum AD= ~ s \'f in ' s > quod squale e(Te debet fe- 

mifli femicirculi ADB , at area femicirculi eft = -i- 7 r : unde 

erit s — fin.s = -i t = 90° , ideoque s — 90 °=fin.s. Po- 
natur s — 90 °=u ; erit Jin. s=cof.u , & hanc ob rem u= 
coj.u. Per Problema ergo primum erit u = 41°, io', 47", 14"'; 
hincque 5 = angulo ACD=z 131°, ro, 47", 14", & angulus 
BCD = 47 0 , 39' , ii", 46'". Ipfa vero Corda ./T D erit = 
i,8i954ii. Q. E. F, 

535. Sic igitur in Circulo Segmentum abfcindirur cujus area 
fit totius Circuli pars quarta , Segmentum autem femiffi 
Circuli squale e(l ipfe femicirculus ejufque Corda Diameter. 
Simili modo Segmentum inveairi poteft , quod fit triens 
totius Circuli , quod fequenti Problemate inveftigctnus. 

Problema V. 

Ex punclo Peripherie A educere duas Cordas AB, AC, 
quibus area Circuli in tres partes aquales dividatur. 

Solutio. 

Pofito Circuli Radio = 1 , & hemiperipneria = 7 r, fit Ar- 
cus A B vel AC = s ; critque area Segmenti AEB vel AFC = 
~ s * • at area Circuli eft =tt ; unde, cum Segmenti 

AEB area debeat cfie triens Circuli , fiet — s — ftn,s = 

2 2 J 

~ = 6o° ; feu , s — Jin. s = 1 io° , ideoque s — 1 io° = 
Jin.s. Sit s — ilo°= UjCnt u=fin.(u -f- ixo)=fm,{ 6 o — u). 

Arcus 


X 
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Arcus ergo u quaeri debet , qui fit zqualis finui anguli 6 o° — u. 
Erit ergo u minor quam 6 o° ; ad quem Arcum inveniendum 
faciamus fequentes pofitiones 


C a r. 
XXII. 


u = lo° 

60 u = 40° 

/. u = 1,3010300 
fubtrahe 1,758.116 

u=r 30° 

60 11=30* 

1,4771113 

1,7581116 

11=40* 

60 u=lo* 

1,6010600 

1,7581116 


9,7.89987 

9,6989700 

9 . 8439 j 74 
9.5 34°<‘7 

“f" l6) lOOI 

100187 

3C.9S857 


Patet ergo angulum u aliquanto effe minorem quam 30°, &, 
calculo fubdudlo , major eile debet quam 19° fit ergo 11 = 19° 


60 — u= 31* 

l. u = 1,4623980 
fubtrahe 1,7581116 


/.11=9,7041754 
l.Jin. ( 60 u) = 9.71 18393 

+ 75*<9 
100187 


175916 : 75639= I»; 16', 16". 


Foret ergo angulus «/=19°, 16' , x6" , ad quem accuratius 
inveniendum , faciamus has hypothefes uno tantum minuto 
differentes 


u = 19®,! 6' 
feu 

u= 1756' 

60 — 11= 30®, 44’ 

/. u= 3,1455145 

lubtrahe 3,^61739 

“ = » 9 % » 7 ' 

feu 

« = 1757; 

60 — u = 30% 41' 

3,14477-8 

3,5361739 

l . u = 9,7081506 

/._/?/,. (60 u)= 9.7084575 

9,7084979 

9,7081450 

+ 1069 

— 1519 

2, 5 1 9 


4598 : 

1069 = l' : 17" , o”'. 


Erit ergo vere u — x 9 0 , 1 6‘ , 17", o w , 
hincque 

Euleri IntroduS. in AnaU injin, Tom. IL R r 
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Arcus s — AEB = 149 0 , 16' , 17" , o"'= AFC { 
unde refultat 

Arcus BC = 6i° , 2.7', 6", o"‘ , 
ipfa vero 

Chorda AB = AC= 19185340. Q. E. F. 

J3 6. His Problematis , quibus Arcus quifpiam quaeritur dato 
Sinui vel Cofinui aequalis , adjungamus fequens , quo quidem 
idem negotium proponitur , attamen major difficultas occurrit. 

Problema. VI. . 

In femicirculo A E B Arcum A E abfcindere , ita ut , ducto 
ejus Sinu ED Arcus A E fu ecqualis fummee rectarum AD 4 * 

DE. 

Solutio. 

Quoniam ftatim patet hunc Arcum quadrante ede majo- 
rem , quaeramus ejus Complementum B E , & vocemus Ar- 
cum 5 E=f , ita ut fit Arcus AE= 180° — s , atque ob 
ACz= 1 , CD = cof.s , DE=fin. s , erit 180 0 — s= 1 -f- 
cof s fin. s. At , eft fin. s = a fin. — s. cof. - j, & 1 4- 

cof. s = i cof. -j- s. cof y s ; unde fit 1 8o° — s = icof ~ s- 
(//1. Y s +eof~s ). At , eft cof ( 45° — j- s ) == 

71- + 71* f in - t s •' 8r e° f in ’ r s + “/ 7 j = 

^i.cof( 45 0 — y s ) '• un ^ e er * c 1 ®°° — s=x^x.cof y* X 

cof.( 45 0 — y 5 )* Hac fada redinftione, faciamus fcquentes 
pofitiones 
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— s : 20° 

2 

25« 

180 s = 140* 

l . ( 180 s ) = 2,1461280 

fubtrahe 1,7581 '26 

t . 

— S = 21 ® 
2 

45® — R *= H* 

180 s = 158* 

2, 139*791 
1, 7581116 

/. ( 180 s ) 0, jfrhoo 4 

0, 5817565 

l . cof . R s — 9i 9729858 

9, 9701517 

/. cof . ( 45* -L ) * = 9,9572757 

9, 9607302 

12^2 = 0.4515450 

0, 4515450 

0,581806 

0, 3824269 

Error 4 “ 61989 

— 6704 


6704 

6809 3 : 61989 = i° ; 54' 


Hinc continetur Rs intra limites io° , 54', & ao° , 55'» 
jdeoque fequentes hypothefes fiant 


T«= 

45* — T s = H*» «' 
i= 41* , 48' 

180 4 = 138°, 12' 

, . feu 

180 s = 8191’ 

/.( 180— s )= 3,9186593 
fubtrahe 3,5362739 

Rs — 20*. 55* 

45 7- r = a 4 * » S' 

t = 41°, 50' 

180 s = 138° , 10' 

feu 

180 4= 8290' 

3. 9<8554t 

3. 5361739 

0,3815854 

0, 3811806 

/. eo / R s — 9,9704419 

9, 97<>3937 

/.«>/( 45 — y ) r = 9.9 6 °39»9 

9, 9604484 

/.24/2 = 0,4515450 

0, 4515450 

0,3823788 

0, 3823871 

Error -f- 66 

— 1065 

1065 


TTJT"; 

66 = 1' ; 3” , 30"'. 


Rr % 


Cap. 

xx ir. 
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Hanc ob rem erit s = zo° , 54.', 3", 30'*, 

, • inde 

j = 4 i °, 48' , 7", o m = BE 
ideoque Arcus quaefitus 
AE = 138°, xi', 53", o"'. 

Erit vero Linea 

DE = o, 6665578 , & AD = 1, 7454535. Q. E. F. 

537. Comparemus nunc Arcus cum fuis Tangentibus ; & , 
cum in primo quadrante Tangentes fint Arcubus minores , 
quxramtis Arcum , qui fux Tangentis femifli Iit xqualis , quo 
folverur 

Problema VI T. 

Abf indere Sectorem ACD, qui fit JemiJJis Trianguli ACE 

a Radio AC, Tangente A E & Secante C E comprehenfi . 

.. ’ / 

» Solutio. 

Pofito Arcu A D = s , erit Sedor ACD = ~ s , Trian- 
gulum vero ACE = -j- . tang. s : unde debet efie tang. s 
= s , feu zs=tang. s. Faciamus ergo has hypothefes 


3 = fio 0 

s = 70° ’ 

3=66° 

•» = 67* 

l. lj = 1,0791811 

1,1461180 

1,1105739 

1,1171048 

I,7?8tllfi 

1,7581116 

1,7581116 

1,75811 16 

l.lt = 0,3110586 

0,3880054. 

0,3624513 

0,3689812 

l . tang. s = ©,2385606 

0,4389341 

0,3514169 

0,3711481 

4- 814980 

— 509187 

+ iio m 

— 3 * 6$9 


Hinc ipfius s rcperiuntur limites ardiores 66° , 46' , & 66° , 
47' : quare fiat 
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s = 66 ” , 46 ' 
feu 

s = 4 co 6 ‘ 
a. j = 8011 ' 

■ 7. 11 = 3,9037409 

3, 53*17 39 

E RTIN ENTIUM. 

s = 66°, 47 ' 
feu 

t = 4007 ' 

11 = 8014 ’ 

3,9*38493 
3, 53*1739 

/.11 = 0 , 5674670 
7. tang. s = o, 5671499 

0 , 3*75754 
3*75985 

Error 4~ 1171 

— 131 


1 

Z40i : H 7 i = i' : 54" » « 4 *- 


unde erit 

Arcus s = AD = 66° , 46 ', 54 ", 14 "', 
hincque 

Tangens A E = z, 33 1 1 no. Q. 2T. F. 


C a r. 
XXII. 


538 . Proponatur nunc fequens. 


Problema. VIII. 


Propoftto Circuli quadrante ACB invenire Arcum AE, qui 
gqualis fu CHordte fuce A E ad occurfum F ufque producite. 

Solutio. 


T a n. 

X IX. 

Fig. 11 8 . 


Sit Arcus A E =s , erit ejus Chorda AE=.x.fm.dfs t 
finus verfus AD = 1 — cof s = 1 . fm. — s. /in. — s : unde 
Triangula fimilia AD E , ACF, dabunt 1 . fin.~ s.fn.~ s : 

t.fin. |-s = i : s , eritque ergo s./n. i- s= 1 . Fiant ergo 
fequentes politiones 
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I. s = 70° 

“ l . s = 1,84*0980 

* fubtrahe 1,75812 6 

1 r = 8o” 
1,9030900 
I 1,7581226 

1 *=«+• 

! *» 9 H l 793 
1 1,7581226 

s - — 8j* 
1,9294. -?9 
'■ ,71811 6 

0,0869754 

0,1449:74 

0,1661567 

0,17, 2763“ 

l . fin . = 9,7585913 

9,8080675 

9,8255109 

9,82968,3 

9,8455667 
Error + 0,1544332 

9 > 9 S }°349 

0,0469650 

9,9916676 
+ 83223 

O, 0 OJ 97 y 6 

— 9795 


Unde s continetur intra limites 84°, 53', & 84°, 54' 

Sit ergo 


, = « 4 % 53 ' 

• 

e 

eo 

II 

feu 

feu 

i = 5095; 

5094' 

— r = 42°, 26 -i- 
a 2 

-i-f= 42 ”, 1/ 

/. r= 3.7059737 

3,7070589 

fubtrahe 2. 5 l 6 t 739 

3 , 5562739 

0, 1706996 

0, 1707850 

/. / in . -i- s = 9,8192003 

. . 9,8191694 

o, 9999001 

o, 0000544 

Error +■ 998 

— 544 


Hincque oritur 

Arcus s= viis = 84°, 53', 38", 51'", 

& 

Arcus BE= 50 0 , 6' , xi", y"‘. Q. E. I. 

539. Quanquam in primo quadrante omnes Arcus funt fuis 
Tangentibus minores , tamen in fcquentibus quadrantibus dan- 
tur ejufmodi Arcus qui fint xequales fuis Tangentibus , quos in 
fequenti Problemate methodo ex feriebus petita invelligemus. 

Problema IX. 

Invenire omnes Arcus , qui Tangentibus fuis fint aquales. 
Solutio. 

Primus Arcus hac proprietate prsditu* eft infinite parvus. 
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Tum in fecundo quadrante , quia hic Tangentes funt negati- C*t- 
\x , datur nullus iftiufmodi Arcus ; in tertio vero quadrante 1 1 
dabitur unus 170° aliquanto minor ; porro dabuntur ejufmodi 
Arcus in quinto , feptimo , &c. Ponatur quarta Peripherie pars 
= q, & Arcus quaefiti contineantur in hac forma (ih + Otf — ■*> 

ita ut fit (l/i-J-r ) q — s = cot.s = Sit tang. s=x\ erit 

s — x — ‘ *’ + -* 1 — y x T &c. , ideoque ( 1 n -j- 1 ) q 

= ~ + x j- x' ■+• y *' — y x 1 &c. Patet au- 

tem , ob s Arcum eo minorem , quo major fuerit numerus n , 
fore x quantitatem valde parvam ideoque proxime x = 

feu -- = ( x n + 1 ) q ; propius autem invenitur 

T = (*" + 0g— * = (™+i)q— — 3 ^, ), g , — 

M L4 6 ii±] &c 

15(2/1 -J- l )' q ' 105 (l« + 1 )’ 9 ’ 94 S ( J »+ 1 )* r 

Cum ergo fit q = 1,5707963167948 , erit Arcus quar- 

fitus= (i/i + x ) 1,57079631679 — 0,63661977 — 

o, 17100817 0,09061596 0,058918 54 0,04158545 

(in-Pi)' (in-pi)’ . (m-M); (in + ( )’ 

&c. Vel fi ifti termini , qut in partibus Radii exprimuntur , 
ad menfuram Arcuum reducantur , erit Arcus quefitus in ge- 


nere confiderattis = ( in + 1 ) 90” — 'Jyj. 1 , - — — 


— , 1 1 V * - ? — r~°- 7 °* — Arcus ergo qu*ftioni 
fatisfacientes ordine funt. 
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310 SOLUTIO NONNULLORUM PROBLEM. &c: 


I. 

1. 

90 o_ 

90 0 



1 1. 

3 - 

90 0 

n° 

3 1 ' 

48' 

1 1 I. 

5 - 

90° — 

7 . 

XI, 

3 * 

I V. 

7 ’ 

9 o° — 

5 » 

J 4 > 

XX 

V. 

9 - 

90 0 — 

4 » 

3 . 

59 

V I. 

11. 

90 0 — 

3 » 


*4 

V I I. 

' 3 - 

90 0 — 

*» 

48, 

37 

VIII. 

M- 

90° — 

*» 

x6. 

5 

I X. 

i 7 - 

9 °° — 


8, 

Ji 

X. 

* 9 - 

90 0 — 

1» 

55 » 

16 


540. Hujufmodi qu*ftiones plures non propono, cum me- 
thodus ea refolvendi ex his exemplis clare perfpiciatur. Ce- 
terum h*c Problemata in hunc finem potiflimum funt excogi- 
tata , ut Circuli natura , cujus quadratura omnibus methodis 
adhuc ufitatis fruftra fuit tentata , penitius infpiciatur. Si enim 
accidifiet , ut in folutione cujufpiam Problematis , vel Arcus 
cum tota Circumferentia commenfurabilis , vel ejus Sinus 
Tangenfve per Radium condruibilis prodiillet , tum utique 
T a b. fpecies qusedam quadratur* Circuli haberetur. Scilicet , fi in 
^°l ut i° ne Problematis VI. Sinus DE , qui prodit = 0,6665578, 

inventus fuiflet = o ,6666666 = ~ , elegans certe Circuli 
proprietas innotefceret , Arcus quippe A E condrui pollet 
Line* redi* A D + D E = 1 -f- -y- + V ~ aequalis. Nul- 
la vero etiamnum ratio patet, qu* hujufmodi Circuli quadra- 
turam impoflibilem ede evincat : atque , fi talis detur, nulla 
alia via , prxter hanc, quam hoc Capite aperuimus, adeam 
invedigandam magis apta videtur. 

FINIS LIBRI SECUNDI. 
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c A p. I. 


CAPUT I. 

De Superficiebus Corporum in genere. 


j. Qu« in fuperiori Se&ione de Lineis curvis funt tra- 
dita earumque ad aequationes revocandarum ratione , laaflime 
quidem patent , atque ad omnes Lineas curvas, quarum 
cuntda pundht in eodem plano fint pofita , extenduntur. Ve- 
rum , fi tota Linea cuna non fuerit in eodem plano fita , 
tum praecepta fupra data non fuflkiunt ad proprietates ejuf- 
modi Cunarum eruendas. Hujus generis Curvae duplicem 
habent curvaturam ; hocque nomine de iis eximium 1'cripfit 
trailatum Acutiflimus Geometra Clairaut. Cum au- 
tem haec materia maxime fit connexa cum natura Superficie- 
rum , de qua hac fe<dione exponere conditui , feorfim eam 
non pertractabo , fed ejus explicationem cum fequenti de 
Superficiebus dodlrina conjungam. 

a. Quemadmodum Lines funt vel re<ds vel curvs , ita Su- 
perficies funt vel pians , vel non pians. Non planas autem 
voco , qus vel convcxs funt vel concavs , vel utriufque na- 
turs participes. Sic , Superficies externa Globi , Cylindri , & 
Coni , exceptis bafibus , ed convexa ; iqterna autem catini 
Superficies concava. Quemadmodum porro Linea retda ed , 
cujus terna qusque puncta in diredhim funt pofita ; ita Super- 
ficies plana ed cujus quaterna qusque pundta in eodem plano 
funt pofita; ex quo perfpicuum ed Superficiem non planam, 
hoc ed five convexam , five concavam , ede cujus non omnia 
quaterna pundta in eodem plano funt fita. 

3. Superficies igitur non plana qualis fit facilime intclligc- 
tur fi , quantum a Superficie plana ubique diferepet , cogno- 
verimus. Simili fcilicet modo , quo indolem Linearum cur- 
varum ex didantiis , quibus ejus qusque pun< 5 ta a Linea re< 3 a 
pro Axe alfumta didant, colligimus, ita naturam Superficierum 

S s a 


I 


t 


Append. 


T AB. 

XXX. 

Fig.119. 


31 4 DE SUPERFICIEBUS 

xftimari conveniet ex fingulorum ejus pundorum diftantiis a 
Superficie plana pro lubitu alfumta. Propofita ergo quacun- 
que Superficie , cujus indolem definiri oporteat , pro arbitrio 
eligatur Superficies plana , ad quam ex lingulis Superficiei pro- 
pofita: pundis perpendicula duda concipiantur : quo facio , li 
cujufvis horum perpendiculorum longitudo per zquationem de- 
terminari queat , naturam Superficiei hac ipfa aequatione ex- 
primi cenfebimus. Ex tali enim aquatione vicifiim omnia Su- 
perficiei punda allignari poterunt , atque ideo ipfa Superficies 
determinabitur. 

4. Repraefentet planum tabulae eam Superficiem planam , 
ad quam lingula cujufque Superficiei propoiitae punda refera- 
mus. Sit M pundum quodcunque Superficiei propofita: , quod 
extra planum tabulae fitum concipiatur , unde ad hoc planum 
perpendicularis demittatur M Q , plano in pundo Q occur- 
rens. Jam , ad fitum hujus pundi Q calculo exprimendum , 
afiumatur in plano tabulae reda quxpiam A B pro Axe , ad 
quem ex pundo Q reda normalis ducatur QP- Denique in 
ipfo Axe A B fumatur pundum quodvis A pro initio Abfcif- 
farum : quo fado , fitus pundi M innotefeet fi noverimus 
longitudines- trium iftarum Linearum AP , P Q &c QM, fic- 
que tribus Coordinatis inter fe normalibus litus cujufque Su- 
perficiei pundi M limili modo determinabitur , quo Linearum 
curvarum in plano litarum fingula punda per duas Coordinatas 
inter fe normales exhiberi folent. 

5. Cum igitur habeamus tres Coordinatas AP, PQ &v 
Q Ms ponamus A P = x , P Q = y , & Q M = 7 „• ex 
hifque indolem Superficiei propoiitae intelligemus , fi , lumtis 
pro lubitu binis x&y, noverimus quanta futura fit tertia 
lioc enim modo omnia Superficiei punda M determinare po- 
terimus. Natura ergo cujufvis Superficiei exprimitur aequa- 
tione , qua Coordinata f definitur per binas reliquas x & y 
una cum conflantibus. Hinc pro quavis Superficie propofita 
variabilis { aequabitur Fundioni cuidam binarum variabilium 
x & y. Atque vicifiim fi { xqunlis fuerit Fuudioni cui- 
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cunque ipfarum x & y , tum ifla aequatio exhibebit Superfi- C a r. I. 
ciem quampiam , cujus natura ex ipla illa aequatione innotef- ’ 

cet. Subflituendis enim pro x & y omnibus , quos recipere 
poliunt , valoribus , tam affirmativis quam negativis , omnia 
plani afTumti pumfta Q obtinebuntur : tum vero ex aequatio- 
ne ipfius ^ per x & y conftabit ubique longitudo perpendi- 
culi Q M = i , donec ad Superficiem , pertingat : qui ipfius { 
valor fi fuerit affirmativus , pundtum Superficiei M fupra pla- 
num A P Q , erit fitum ; fin autem fit negativus , infra hoc 
planum cadet ; fi evanefcat , punftum S<jerficiei Af in hoc ipfo 
plano rcperietur ; at, fi fuerit imaginarius, tum punflo Q 
nullum prorfus Superficiei punflum M refpondebit. Quod ii 
autem eveniat , ut 3 habeat plures valores reales , tuin retia 
ad planum normalis per punctum Q du6ta Superficiem in plu- 
ribus pundtis M trajiciet. 

6 . Quod igitur ad varias Superficierum naturas attinet, hic 
fiatint fie offert diftindtio in continuas feu regulares , & difcon- 
rinuas feu irregulares. Superficies fcilicet continua erit , cujus 
omnia pundta per eandem aquationem inter 3 & x & y expri- 
muntur feu ; ubi £ eft eadem Fundtio ipfarum x & y pro 
omnibus Superficiei punctis. Superficies autem irregularis eft 
cujus varia partes per diverfas Funtliones exhibentur ; uti , fi 
propofita fuerit Superficies, qua in uno loco fit fpharica, in 
alio conica , feu cylindrica , feu plana. Hic autem Superficies 
irregulares penitus excludimus , atque ad folas regulares , qua- 
rum natura una quadam conflanti aquatione contineatur , re- 
fpiciemus. His enim pertractatis , quoniam Superficies irregu- 
lares ex partibus variarum regularium funt conflata , etiam iflas 
facile dijudicare licebit. 

7. Superficierum autem regularium primaria divifio infiitui- 
tur in algebraicas & tranfcendentes. Superficies autem alge- 
braica vocatur , cujus natura exprimitur per aquationem alge- 
braicam inter Coordinatas x , y &{; feu, quando ^ aqua iis 
efl Fun^ioni algebraica ipfarum x&y. Contra igitur, fi % 

Boa fuerit Functio algebraica ipfarum x Sc y ; feu , It in .■squa- 
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App ,r> ‘ tione inter x , y , & ^ infint quantitates tranfcendentes , velutl 
a Logarithmis & Arcubus circularibus pendentes, tum Super- 
ficies, cujus natura hujufmodi xquatione exprimitur , erit tranf- 
cendens. Talis erit Superficies, fi fuerit ^ =x.l.y ;feu^ = 

y x ; feu f=y.fin.x. Facile autem intelligitur Superficies al- 
gcbraicas ante tradari oportere , quam ad tranfeendentes pro- 
grediamur. 

8. Deinde ad naturam Superficiei cognofcendam, imprimis 
attendendum eft, q^lis fit Fundio ^ ipfarum x&y, ratione 
numeri valorum , quos continet. Hic igitur primum occur- 
runt eae Superficies , pro quibus j aequatur Fundioni uniformi 
ipfarum x & y. Sit P hujufmodi Fundio uniformis, feu ra- 
tionalis , iplarura x & y ; atque , fi fuerit j = P , fingulis 
pundis plani Q totidem refpondebunt Superficiei punda ; feu , 
quaelibet re<5la ad planum A P Q normalis Superficiem in unico 
pundo trajiciet. Neque vero hoc cafu ufquam valor redae 
Q M fieri poterit imaginarius; fcd omnes iftiufmodi redae 
punda Superficiei realia praebebunt. Interim tamen ifla Func- 
tionum diverfitas non efientialem varietatem inter Superficies 
producit; pendet enim a fitu plani APQ, qui, perinde ac 
Axis , eft arbitrarius ; ita ut , fi Superficies eadem ad aliud 
planum referatur , Fundio ^ quae erat uniformis, evadere pof- 
fit utcunque multiformis. 

g. Sint P & Q Fundiones quaccunque uniformes ipfarum 
x &-y ; atque , fi fuerit { ^ — P £ + = o , tum redas 

per fingula plani punda Q normaliter dudae Superficiem , vel 
in duobus pundis fecabunt , vel nufquam : habebit enim j 
duos valores, qui vel ambo erunt reales , vel ambo imagi- 
narii. Simili modo fi , denotantibus P , Q R Fundiones 
uniformes ipfarum x&y, fuerit — P $ — K = o; 

tum erit ^ Fundio triformis , & quaelibet reda Q M Super- 
ficiem fecabit vel in tribus pundis , fi omnes radices aequa- 
tionis fuerint reales , vel tantum in unico , fi fcilicct binae 
radices fuerint imaginaris. Similique modo erit judicandum , 
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fi f definiatur per jequationem , in qua plures obtineat dimen- 
fiones. Quam multiformis igitur futura fit Fundtio f faci lime 
cognofcetur , fi aequatio inter x & y & ^ , ad rationalitatem 
perducatur. 

io. De cetero, ficuti in aequationibus pro Lineis curvis 
binas Coordinatas inter fe permutari pofTe vidimus , ita in 
sequatione quavis pro Superficiei tres Coordinata: r,y, & f 
inter fe funt permutabiles. Primo enim , fi in plano A P Q 
altera re&a Ap ad A P normalis pro Axe aflumatur , erit nunc 
Ap=y , & p Q = x ; ficque bina: x &y inter fe funt per- 
mutatx. Reliquae permutationes omnes intelligentur complen- 
do parallelepipedon rcftangulum Ap QM%7rq P A ; in quo 
primum fpeflanda veniunt tria plana fixa inter fe normalia 
AP Qp , AP q-ir , & A p^7T ; ad qua: fingula , quemadmo- 
dum referatur Superficies propofita cujus pun&um eli M, ea- 
dem aequatio inter x , y , & { declarat. In unoquoque au- 
rem plano duplex datur Axis , uterque initium habens in punc- 
to A , unde fex diverfae relationes inter tres Coordinatas re- 
fultant. 

Coordinata: erunt 


Pro plano APQp 


vel 


vel 


C AP = x 

< PQ = y 
i QM= * 

$ A p=y 
\ p Q = x 
L QM = * 


Pro plano A p q x 


vel 


▼ei 


C AP = 

< P* = 

f qM = 

C A* — 
S * <t — 

l qM = 


\J 
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Pro plano A p - * 


Quod fi autem a pundo fixo A ad pundum Superficiei AI 
ducatur reda A AI erit ea = V ( x x -J- yy + ). 

1 1. Eadem ergo squatio inter Coordinatas x , y , & 7 cog- 
nitionem Superficiei ad tria plana exhibet , qux inter fe funt 
normalia atque fe invicem in pundo A decurtant. Quem- 
madmodum Icilicet variabilis \ diftantiam cujufque Superficiei 
pundi AI a plano A P Q exhibet , ita variabilis y ejufdem 
pundi AI diftantiam a plano A P q , & variabilis x a plano 
A P £ praebet. Quod fi autem noverimus , quantis intervallis 
putidum AI diftet ab unoquoque horum trium planorum , 
tum fimul ejus verus fitus innotefcit. Hsc igitur tria plana, 
ad qus Superficies quaevis per aequationem trium variabilium 
x , y &c ^ refertur , imprimis notari debent ; quorum fi unum, 
pti A P Q , fuerit horizontale, duo reliqua erunt verticalia, 
alterum fciiicet horizontali fecundum redam A P alterum fe- 
cundum redam A p infiftet. 

11. Conftitutis ergo his tribus planis inter fe normalibus, 
ad qua; Superficies propofita referatur , ex fingulis ejus pundis 
AI ad illa plana A P Q , A P q , & A-tt £ ducantur redte 
normales A1Q, Alq , & M^, qua; erunt AI Q = Alq =y , 
& AI £ = x. Deinde , completo parallelepipcdo , habebun- 
tur tres redx iftis aequales , quae ex pundo fixo A egredian- 
tur , fciiicet A p = x , A p =y , & A tt = { , ex quibus co- 
gnitis fitus pundi AI determinatur. Manifellum autem eft , 
fi iftae variabiles x , y , & j , dum in plagas ; quas Figura 
indicat, vergunt , affirmativae cenfeantur, tum earum valores, 
fi in plagas contrarias dirigantur , negativos cenferi oportere. 

13. S‘ 


Ap = 
vel < p « = 

r M — 


A Tf = 
vel 1 * 5 = 
£ M = 


t 


> 
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'i 3. Si in squatione inter tres variabiles x , y & ^ ea qua: 
ad planum AP Q eft normalis, nempe 3, ubique pares habeat 
dimenfiones, tum geminos habebit valores squales, alterum 
affirmativum alterum negativum. Superficies, igitur ita erit 
comparata , ut ad utramque plani A P Q partem fit fui fimilis 
& ' squalis , atque adeo Corpus , quod illa Superficie termi- 
natur , fedione fecundum planum A P Q fada , in duas par- 
tes fimiles & squales dividetur. Quemadmodum ergo in Fi- 
guris planis ea Linea reda , qua Figura in duas partes fimiles 
& squales dirimebatur , Diameter eft appellata ; ita in /olidis 
id planum , quo Corpus in duas partes fimiles dividitur, Dia- 
mctrale vocemus. Quare , ft variabilis [ in squatione ubique 
pares habeat dimenfiones , tum planum AP Q, erit diame- 
trale. 

14. Simili modo intelligitur , fi in squatione pro Superfi- 

cie variabilis y , qus ad planum A P q eft normalis , ubique 
pares habeat dimenfiones , tum planum A P q fore diame— 
trale. Sin autem variabilis x pares ubique habeat dimenfio- 
nes , tum planum A p £ erit diametrale. Ex squatione ergo 
pro quavis Superficie inter tres variabiles x , y & £ data lla- 
tim apparet , utrum ex tribus planis A P Q , A P q, A p fit 
diametrale an fecus. Fieri autem potelk, ut duo, imo om- 
nia tria hsc plana , fint diametralia. Scilicet , pro Globo , cu- 
jus Centrum fit in A, ob radium A M= ^ (xx -f- yy -+- w) 
===a, erit xx -f- yy = , unde fingulis hifce tribus planis 

Globus in duas partes fimiles & squales difpertietur. 

15. Ad Figuram Superficiei, qus in propofita squatione 
continetur , cognofcendam , ad tria illa plana inter fe norma- 
lia imprimis attendi oportet , qus in Figura reprsfentan- 
tur per QQ' Q‘ Q',& TT' T’ 7 ”, atque VV' V‘V' , atque 
fe mutuo in pundo A intcrfecant. Hsc tria plana , fi in 
infinitum quaquaverfus produda concipiantur, univerfum fpa- 
tium divident in odo regiones , qus in Figura exhibentur lit- 
teris AX,AX‘ , AX‘ ,AX\ AX\AX' ,AX‘ ,&AX\ 
(Quod , fi jam in prima regione A X variabiles x , y & j , 

Euleri Introduci, in Anal. injin. Tom. II. T t 
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* FPENP ' affirmativos valores habere ponantur , in reliquis regionibu* 
una vel duae omnes tres fient negativi. Ratio autem ho- 
rum valorum clanlfime ex fequenti fchemate perfpicietur 


Regio A X 

AP = 4- * 

AR == 4- y 
AS = + t 

Regio AX' 

A P‘ = * 

AR = f y 

AS = 4- r 

Regio A X‘ 
AP = + x 

a R = 4* y 

AS' = — r 

Regio A X' 

A P = — - * 
AR = + y. 
A S' = i 

Regio A X' 
AP = + x 

Regio A X’ 
AP = — I 

Regio AX 4 
AP = i- x 

Regio AX 1 
AP' = x 

AR' = y 

AR' — y 

AR' = y 

AR' — y 

AS =+ i 

AS = + < 

AS' = t 

AS' = i 


T a b. Commodius autem erit odio has diverfas regiones nu- 

XXXI. meris infignire , quo facilius, de quanam fermo fit , indicare 
lig.m. 

queamus. Cum igitur odio iftae regiones in pundio A fint 
confines , atque interfedlione trium planorum inter le norma- 
lium diftinguanrur ; plana autem-hic tribus rcdiis P p , Qq , R r 
fefe in pundio A normaliter decurtantibus determinentur , re- 
giones illae tribus litteris P,Q,R, vel majufculis velminufculis 
definiri poterunt. Regio fcilicet principalis , feu prima , P QR. 
erit fpatium , quod parallelepipedum ex tribus redlis AP „ 
A Q , A R in infinitum produdtis formatum compledlitur ; & 
regio Pq r erit fpatium , quod parallelepipedum ex tribus redlis 
A P , A q , Ar in infinitum produdlis formatum includet. Po— 
fitis ergo tribus variabilibus A P = x , A Q z=y , A R=% , 
erit utique A p = — x, A q = — y,SaAr =. — f. Se- 
quenti ergo modo odio has regiones numeris diltinguemus , 
ut fir 
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prima I. 
PQR 

C AP = -j- * 

inter Coordinatas \ A Q = 4- v ; 

L AR = 4- , 

1 

fecunda 1 1. 

P Qr 

A r = \ 3 

tertia III. 

quarta IV. 

PqR 

pQ* 

C AP=Z + z 

Ap = — x? 

inter Coordinatas \ A q = y 

AQ = 

Iar=+i 

Ak= + ,5 

quinta V. 

fexta VI. 

Pqr 

9 Q r 

C AP = + x 

A p = ar 7 

inter Coordinatas < A q = y 

AQ — + y > 

C A r = \ 

A r = — t 3 

feptima VII. 

o&ava VIII. 

C A PqR 

pq f 

C A p = x 

A p = x 1 

inter Coordinatas \ A q = y 

A q y > 

lAk = + , 

A r = j 3 


17. Regiones Htae vel magis vel minus a fe invicem difcre- 
pant. Primo nimirum dantur binat regiones , quae duas Coor- 
dinatas habent communes , unica difcrepante ; ideoque plano fe 
invicem tangunt , quas vocemus conjunctas. Deinde , fi duae 
Coordinatae fuerint diverf* , unicamque habeant communem , 
regiones Linea reda tantum fe tangent , quas vocemus dij- 
junclas. Tertio , fi omnes Coordinatae fignis diflentiant , regiones 
tantummodo in pundo A fe tangent , hafque oppofuas vocabi- 
mus. Quae jam regiones cuique fint conjuodae vel disjundac 
vel oppofirae fequens tabella exhibebit. 
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Appfnd. 


Conjuncta. Disjuncta . Oppofita. 


p\)R 

'T 

Pq R 

\ IO 


h m 

p<p r 

VI 

pq R 
VII 

pqr 
VI 1 1 

r K' 

POK 

1 

BH 

ms 

Pq R 1 
III 

p(pR 

IV 

m 

pq R 
VII 

Pq R 
III 

BH 

P(^R 

rrti 

iKil 

m 


pV* 

IV 

Wk 

w 


p q R 
VII 

P^R 

m 

m 

m 

w 

P q r 
V 

Pq R 
IUI 


pqr 

VIII 


pqR 

VII 

p <pr 
VI 


~p(Jr 

VI 

p(JR\ 

IV 

fll J 

K2o3 




Pqr 

V 

Pq R 
III 

pq R 
VII 

pq r 

VIII 


P q R 
III 

p (pr 

VI 

HH 

P (p R 

im 

p</ r 1 

VIII i 

p q R\ 

VII 


laigai 

P q R 
III 

ma 

YT 


18. Patet ergo quamlibet regionem habere tres fibi con- 
juftas , totidem disjun&as , unicamque oppofitam , atque ex 
Tabula praecedente flarim perfpicitur quemadmodum quariibet 
regio ad aliam quamcunque fit comparata. Ordo autem » 
quem numeri regiones denotantes in ifta Tabula tenent ^ 
attentione efl dignus ; qui ut melius in oculos incurrat , eofdem 
numeros eodem ordine quadrato fequenti inclufi. 


I«|i|ll4ll|6 

7 1 8 

□anunn 

8 1 7 

Einnra 

au 

nu 

1 4 1 6 I 71» 

u» 

I 1 s 1 

b if n nui 

an 

utuiDan 

nn 


«i*i 

unaimn 

Hiil 


Cujus indoles & proprietates levi attentione percipientur , ufus 
vero b fequentibus uberius ob oculos ponetur. 
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19. Ante jam annotavimus fi in squatione variabilis { ubi- Cir. I. 
que habeat pares dimenfiones , tum Superficiem duas e fle ha- " 
bituram partes fimiles & squales ; pars fcilicet in regione 
prima squalis erit parti in fecunda, fimilique modo regiones 
tertia & quinta , item quarta & fexta , ac denique feptima & 
odava inter fe convenient , uti quadrati bins feries ab 1 & 1 
incipientes exhibent. Sin autem in squatione varialis y ubique 
pares habeat dimenfiones , tum regio prima cum tertia , 
fecunda cum quinta , quarta cum feptima , & fexta cum odava 
congruet. Sed fi x in squatione ubique pares habeat dimen- 
fiones , tum regio prima cum quarta , fecunda cum fexta , 
tertia cum feptima , & quinta cum odava congruet. Scilicet 

fi in aquatione pares ubique habeat dimenfiones 


. * 

xonvement regiones 
1.1,3. 4>5> 6 >7> 8 
a,M' 6 >3>4> 8 >7 


variabilis 

. 7 . 

convenient regiones 
x ,i,3,4,5,6,7,8 
3,5,x,7,x,8,4,6 


x 

convenient regiones 


i,a,3,4,f,6,7,8 

4,6,7, x,8,x, 3,5 


io. Ut partes Superficiei in regionibus disjundis prima & 
quinta fits inter fe fint squales , tum squationem ita compa- 
ratam e(Te oportet , ut manear eadem , ctiamfi bins variabi- 
les y & 1 negativs accipiantur. Hoc igitur eveniet fi ambs 
y &: j in fingulis squationis terminis vel pares ubique vel 
impares dimenfiones jundim funus conftituant. Quod fi au- 
tem regio prima congruat cum quinta , tum fecunda cum ter- 
tia , quarta cum odava , & fexta cum feptima conveniet. Si- 
mili modo , fi in squatione pro Superficie bins variabiles x 
& ^ vel parem ubique dimenfionum numerum , vel imparem 
ubique adimpleant, tum regio prima cum fexta , fecunda cum 
quarta , tertia cum odava , & quinta cum feptima congruer, 
Sciiicet ... 
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Si 
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in aquatione pro Superficie ubique vel pares vel ubique 
impares adimpleant dimenjionfs 


y & f 

congruent regiones 

i.x, 3>4>5» 6 -7 » 8 
5,3,2., 8, 1,7,6, 4 


variabiles 
x & { 

congruent regiones 
1, 2,3,4, j ,6,7, 8 
6, 4, 8, x, 7,1, 5, 3 


x & y 

congruent regiones 
7» 8 , 4 , 3'^» 5* 1 > 1 


Quod fi autem omnes tres variabiles x , y , & z junclim con- 
fide rata ubique vel pares vel ubique impares teneant dimenfiones , 
tum convenient regiones oppofita 

x , 3 , 4* 5 * ^ 1 7* ® 

8 * 7 » 5» 4 * 3 * *• 


21. Si ex his conditionibus dux vel tres fimul in aquatione 
inefle deprehendantur , tum vel quarernx vel omnes odo re- 
giones partes Superficiei fimiles & xquales continebunt. 
Scilicet 

Si & x & y feorftm confiderata ubique pares obtineant 
dimenfiones , 

tum fequentes quaterna regiones congruent 


t , 

x, 

3> 

4 * 5 » ^ » 

7. 

8 

3 > 

\> 

1 * 

7 » x, 8 » 

4» 

6 

4* 

0 > 

7» 

1 , 8 , 2 , 

3 » 

5 

7» 

8 > 

'r » 

3» 5. 

1 « 

x. 


Si&x& 2 feorftm confiderata ubique pares habeant dimenfiones , 
tum fequentes quaterna regiones congruent 


1 » 

x » 

3» 

4* 

5* 

6, 

7 » 

8 

X. 

1 > 

5 » 

6 , 

3» 

4* 

8 , 

7 

4» 

6 , 

7 > 

1 » 

8 , 

x» 

3. 

S 


4» 

8, 

x» 

7 » 

1 . 

5» 

3* 
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Si variabiles y & z Jeorftm confideratoc ubique pares habeant C a r. I. 

dimenfiones , 

tum fequentes quaterna: regiones congruent 


I » 

3, 

3 » 

4» 

y. 


7» 

8 

3, 

i » 

y * 

6 , 

3 » 

4» 

8, 

7 

3 * 

y. 

i , 

7» 

2., 

8, 


6 

y . 

3» 

3-» 

8, 


7» 


4- 


xi. Si una variabilium ubique pares habear dimenfiones 
reliqua? vero binz fimul confiderata: vel ubique pares vel ubi- 
que impares conftituant dimenfiones , tum quoque quaterna? 
regiones congruent , fequenti modo. 

Si z ubique pares habeat dimenfiones , & x 6’ y ubique vel pares 
vel impares dimenfiones conjlituant , 
tum fequentes quaternis regiones congruent 

I» »r 3» 5r 6 , 7 , 8 

3, I» S> <5, 3, 4, ‘8, 7 

7, 8, 4 > 3r 6» 5* 1 

8» 7 > 4> 3» a , 

Si y ubique pares habeat dimenfiones , atque x & z ubique vel 
pares vel impares dimenfiones junclim conjlituant , 

• tum fequentes quaternae regiones congruent v 


i , i. 

3 ■» 

4 > 

y > 

6, 

7. 

8 

3. y» 

i » 

7» 

3, 

8, 

4» 

5 

6, 4, 

8, 

i» 

7 > 

i , 

y > 

3 

8, 7* 

6 * 

y» 

4> 

3» 

3, 

i. 


Si x ubique pares habeat dimenfiones , atque y & z junclim 
confideratct ubique vel pares vel impares conjlituant dimenfiones , 
tum fequentes quaternae regiones congruent 


336 DESUPER 

F I C I E B 

U S 

ArPEXD. 

I » 3 > 4» 

5 » 6, 7 ’ 

8 

4» 6 3 7» > * 

8, i, 3 » 

$ 

5 * 3 > 1 » 8 » 

1 » 7 . 6 , 

4 

8 > 7 * 6 * 5 < 

4» 3 » 

1. 


His ergo tribus cafibus fimul omnes tres variabiles x , y , & ^ 
juncfim confiderats ubique vel pares vel impares dimeuliones 
adimplebunt. 

23. Superfunt fequentes cafus quaternarum regionum squa- 
lium. 

Si x & y 7 ubique vel pares vel ubique impares dimenfiones 
& y Sf z S conjlituant , 

tum fequentes quaternce regiones congruent 


1 . 

1 » 

3 * 

4. 

5 . 

6 , 

7* 8 

5* 

3 • 

i » 

8, 

1 * 

7» 

6 , 4 

7» 

8, 

4» 

3 » 

6 » 

5 . 

1 , x 

6 , 

4» 

8, 


7» 

1 » 

U 3 • 


Esdem ergo fimilitudines prodeunt , fi infuper bins reliqus 
variabiles x & ^ ubique vel pares vel impares dimenfiones 
conftituant , ita ut hsc conditio jam in propofita contineatur. 
Portiones ergo Superficiei in quaternis disjundis regionibus 
erunt inter fe squales , fi in aequatione bins quaeque varia- 
biles jundim confiderats ubique vel pares vel impares dimen- 
fiones conftituant. Cum autem tres dentur combinationes , 
notandum eft fi dux expolita proprietate fuerint prsdits , tum - 
fimul tertiam combinationem eadem proprietate efte gavilu- 
ram. 

24. Quod fi ad conditiones , qu* quaternas regiones fimi- 
les & squales produxerant , nova infuper accedat in iis non 
contenta ; qus per fe squalitatem in binas regiones inferret , 
tum omnes prorfus regiones inter fe fient squales , atque Su- 
perficies conftabit ex odo partibus inter fe squalibus & fimi- 

Ijbu$, 
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libus. Aquatio ergo pro hujufmodi Superficicbus omnes C \ f. T. 
haflemus memoratas proprietates conjunftim poflidebit : fcili- 1 

cet , ftngulx variabiles x , y , q feorfiin conlideratx ubique pa- 
res conftiturnt dimenfiones; ex quo jam fequitur binas quafque 
junflim confideratas , atque etiam omnes tres fimul liimtas, 
ubique pares effe confli tut uras dimenfiones. 

15. Utrum autem xquatio inter tres variabiles propofita 
una duabufve vel adeo tribus exhibitarum proprietatum fit 
prxdira an non , id quidem , quod ad cujufvis variabilis pares 
dimenfiones attinet , facile perfpicirur. Neque difficilius efl 
inquirere , utrum omnes variabiles fimul confideratx ubique 
vel pares vel impares conflituant dimenfiones. At utrum bi- 
na? tantum ad hanc proprietatem fint comparatae , difficilius 
erit examinare. Ponatur in xquatione vel jr = nj, vel y = 
nq , vel x = ny , ac difpiciatur utrum uno alterove cafu xquatio 
refultet , in qua variabilis { duobus prioribus cafibus , vel y 
poltremo cafu , ubique induat pares dimenfiones : quod fi eve- 
niat , dux variabiles junflim fumtx ubique vel pares vel impa- 
res dimenfiones conflituant necefle efl ; hineque Superficies 
duas faltem habebit partes inter fe fimiles & xquales. 


CAPUT II. 

De Sectionibus Superficierum a planis quibufeunque factis. 


a 6 . v^/uemadmodum interfcfliones Linearum funt punfla 
ita Superficierum interfefliones funt Linex vel reflx vel 
curvx. Interfeflio duorum planorum efl Linea refla , uti ex 
Elementis conflat. Globi autem plano fefli figura efl Circu- 
lus. Plurimum autem ad cognitionem Superficiei affertur fub- 
fidii , fi Lineas , quibus Superficies a datis planis interfeca- 
tur , noverimus. Hoc enim modo fimul infinita Superficiei 
Euleri Introduci, in Andi, infin. Tom, II, V V. 
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Appenp - pun< 5 ta innotefcunt , cum modo praecedente finguli variabilis 
unius { valores fmgula tantum Superficiei pundla prabeant. 

T a b. »7« Cum igitur Superficies ad tria plana inter fe normalia 
XXXI. referamus, ante omnia inveftigari conveniet inrerfe<ftioncs Su- 
Fig.ni. p er fiaei & horum planorum. Sumto ergo primo plano A P Q, 
quod variabilibus AP=x, A Q=y determinatur , (quo- 
niam tertia variabilis f defignar diftannam cujufque Superficiei 
pun&i ab hoc plano, ) perfpicuum eft, fi ponatur {=0, 
ca Superficiei pumfia inventum iri , qus in ipfo plano APQ 
fint fita , atque idcirco sequatio refidua inter x & y exhibebit 
Liueam , qua Superficies a plano APQ interfecatur. Simili 
modo , fi ponatur y = o , aquatio inter x & ^ exprimet in- 
rerfedfioncnt Superficiei a plano A P R fadfam ; atque , pofito 
x = o , sequatio inter y & j dabit interfe&ionem Superficiei 
& plani AQR. 

a 3 . Supra jam innuimus Superficiem Globi Centrum in punc- 
to A habentis, cujus radius =a, exprimi hac aequatione 
xx + yy H- = aa ; hoc ergo exemplo ad illuftrationem ha- 
rum interfectionum utar. Sir igitur f = o , atque sequatio 
xx + yy =aa , exhibebir interiedionem Globi a plano AP Q 
faciam , quam ergo patet e(Te Circulum Centrum A & radium 
, habentem. Simili modo , fa&o y= o , interfedio Globi 
a plano APRfa£te. erit Circulus sequarione xx-j-ff = aa, 
contentus. Eodemque modo , fi ponatur x = o , sequatio yy + 
^ = aa , parem Circulum pro inrerfedlione plani A Q K in- 
dicat. Ihec quidem funt faris nota , cum Se&iones Globi 
planis per ejus Centrum tranfeuntibus fa&se omnes fint Cir- 
culi maximi , feu. cum Globo radium communem habentes. 

19. Haud difficilius erit Scdliones Superficiei per plana alia 
uni iflorum planorum principalium parallela faftas determinare. 
Concipiatur planum plano APQ parallelum ab eoque diftans 
intervallo = h , omnia ergo Superficiei pun&a , quorum ab 
eodem plano APQ dillantia , qua; per variabilem ^ indicatur, 
cfi =/t, limul in iflo plano parallelo fita erunt, ideoque in- 
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terfe&ionem formabunt. Pro hac ergo interfe&ione aquatio c 
habebitur , fi in aquatione pro Superficie ponatur f = h ; 
tum enim habebitur aquatio inter binas Coordinatas orthogo- 
nalcs x & y naturam Se&ionis exprimens. Eodem autem modo 
fccliones , qua per plana vel ipfi A P R vel A Q R paralle- 
la fiunt , definientur , unde fuperfluum foret , qua de uno dic- 
ta funt , in reliquis repetere. 

30. Si ergo in aquatione pro Superficie inter tres Coor- 
dinatas x, y & 3 , una earum j ponitur conflans =A, tum 
feflio Superficiei per planum plano A P Q parallelum ab eoquc 
intervallo h diflans formata oritur. Quod fi ergo fucceflive 
huic littera h omnes valores poflibiles , tam affirmativi quam 
negativi , tribuantur , tum omues fe&iones Superficiei , qua a 
planis plano A P Q parallelis formantur , obtinentur : atque , 
cum tota Superficies hujufmodi planis parallelis in partes infi- 
nitas diffecari poflit hocque modo omnes fedliones cognofcan- 
tur , ex iflis omnibus fedlionibus tota Superficies innotefeet. 
Omnes fcilicet ifla fefliones unica aquatione inter Coordina- 
tas x & y , conflantem indeterminatam h involvente , exprimen- 
tur ; ex quo omnes ifla fe&iones erunt Linea vel fimiles vel 
faltem affines una aquatione contenta. 

31. Omnes ergo feftiones Superficiei plano A P Q paral- 
lela erunt inter fe aquales, atque a planis APR , AQR 
aquali modo trajicientur , fi aquatio inter x &iy ita fuerit 
comparata , ut eandem maneat quicunque valoripfi h tribuatur. 
Hoc autem evenire nequit , nifi variabilis { cujus loco k eft 
pofita , prorfus defit in aquatione pro Superficiei. Quo cir- 
ca, fi variabilis tertia^ in aquationem Superficiei omnino non 
ingrediatur , tum omnes fe&iones plano A P Q parallela erunt 
inter fe aquales ; quarum natura exprimetur ipfa Superficiei 
aquatione ; cuippe , qua duas tantum variabiles x & y in- 
volvit. Simili vero modo , fi in aquatione pro Superficie vel 
variabilis x vel y defit , tum omnes ledliones vel plano AQR 
Vel plano APR parallela inter fe coDgruent. 

V v i 
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Ap?gsp - 31. Hujufmodi ergo Superficies non folum animo facile 
concipitur , fed etiam conltruitur atque in data materia eftor- 
matur. Ponamus enim in aequatione deefle variabilem { , ita 
ut aequatio tantum fit inter Coordinatas A P = x & A Q = 
P M = y ; ex hac in plano A P Q defcribatur Linea curva 

xxxl BMD. Quo fado concipiatur Linea reda infinita ad pla- 

Fig.ui. num hoc perpetuo normalis fecundum Lineam hanc curvam 
B MD circumferri; atque haec reda motu fuo producet feu 
efformabit Superficiem , per eam aequationem indicatam. Unde 
prefpicuum eft, fi Linea BMD fuerit Circulus, tum Super- 
ficiem ex eo ortam fore Cylindri redi ; fin autem Linea 
BMD fuerit Eliipfis , tum Superficiem Cylindri fcaleni gene- 
rari. Quod fi Linea BMD non fuerit continua , fed ex plu- 
ribus redis conflata figuram exhibens redilineam , tum Super- 
ficies refultabit prifmatica. 

33. Quod hoc Superficierum genus Cylindri & omnia 
Prifmaia in fe compleditur , univerfum hoc genus Superficie- 
rum appellari conveniet cylindricum , feu prijmaticum ; fingul® 
autem fpecies fub hoc genere contentae determinabuntur per 
figuram planam BMD, ex qua , modo ante deferipto , fint 
ortae : atque ifta figura BMD Bajis appellabitur. Quoties 
ergo in aequatione pro Superficie una trium variabilium x , y , 
7 deeft , tum Superficies hac xquatione contenta erit cylin- 
drica feu prifmatica. Quod fi autem du® variabiles y & x 
fimul definr ; tum ob x = Conflanti , Linea BMD abibit 
in redam ad Axem A D normalem , atque propterea Super- 
ficies fiet plana normalis ad planum AP Q. 

34. Poft hoc Superficierum genus maxime notari meretur 
id , quod oritur ex ®quatione inter tres variabiles x , y & ^ 
homogenea , feu in qua tres ift® variabiles ubique eundem di- 
menfionum numerum conftituunt, cujufmodi eft ff = mx{- f- 
kx ~l“yy. Hinc enim omnes fediones , qu® fiunt per plana 
uni ex tribus prindpalibus parallela , erunt figur® inter fe fi- 
miles. Namque, fi tribuatur ipfi j valor conflans h, mani- 
feflum eft ®quationcm hh=mhx + xx -f-yy, fi pro h fuccef- 
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five alii aliique valores tribuantur, infinitas continere figuras c A, n - 
inter fe fimilcs ; quarum Parametri lint xquales , feu propor- 
tionales ipfi /:. Cum igitur hac fediones non folum lint limi- 
les, fed etiam crolcant in ratione dillantiarum apiano APQ, 

Line* , qu* ex pundo A per lingularum fedionum punda ho- 
mologa ducuntur, erunt red®. 

35. Propofita ergo hujufmodi xquatione inter tres variabi- 
les * , y , & 7 homogenea , tribuatur ipfi { valor datus AR=k ; 
fitque TSsmm figura in plano ipfi APQ parallelo & per 
pundum R dudo , quam exhibebit aquatio inter x & y , ira 
ut fit RV=x, & V M=y. Quod fi ergo hxc fedio una 
TSs Mm fuerit defcripta , concipiatur circa ejus Perimetrum 
circumduci Linea reda infinita perpetuo per pundum A tran- 
fiens ; atque hscc reda motu fuo deferibet Superficiem in 
aquatione propofita contentam. Perfpicuum vero efi , fi figura 
TSsMrn fuerit Circulus Centrum in R habens, tum prodire 
Conum redum ; fin R non fit Centrum , conum fcalenum : 
at , fi illa figura fuerit redilinea , orientur cujufque generis Py- 
ramides. Quam ob rem Superficies, qu® in hoc aquatio- 
num generum continentur , hic conicas feu pyramidales vocabi- 
mus. 

36. Ex his manifeftum eft , fi xquatio inter tres variabi- 
les x , y & ^ fuerit homogenea , atque adeo Superficies cor.ica 
feu pyramidalis ; tum non folum omnes fediones uni plano 
principali APQ parallelas inter fe efle figuras fimiles , quarum 
Parametri fint difianriis fedionum a vertice A proportionales ; 
fed , ob eandem rationem , intelligitur quoque , omnes fedio- 
nes, qu® fint vel plano APR vel plano AQR paralie!® , 
eadem illa proprietate elfe pr®ditas , ut fint figur* inter fe fi- 
miles , quarum latera homologa teneant difiatiarum ab A ra- 
tionem. Infra vero ollendetur, omnes omnino fediones hu- 
jufmodi Corporum , qux funt inter fe parallel® , feu qu® funt 
parallel® plano cuicunque per Verticem A dudo , inter fe quo 
que fore fimiles , earumque Parametros diftuntiis a vertice A 
elTc proportionales. 
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37. Latius pater genus Superficierum , ad quod nunc fum 
progrdTurus. Sit Z Fun&io quxcunque ipfius f ; ac propo- 
natur tequatio quxcunque homogenea inter tres variabiles x , 
y, & Z, Fiat Z=H, polita 3 = A: &, cum hoc cafu 
prodeat aquatio homogenea inter x , y & H , erunt omnes 
leftiones, plano APQ parallela , figura inter fe fimiles , quarum 
Tarametri autem non dillantiis A , fed earum Functionibus H 
erunt portionales. Ex quo Linea per harum fedionum 
puncta homologa duCbe non erunt Line* reCta , fed Curva: a 
FunCtionis j ratione pendentes. Tum vero etiam hinc non 
1'equitur , feCtiones , qu* alio cuipiam plano fint parallel* , fore 
inter fe fimiles. 

78. In hoc genere ambo pricedentia continentur. Si enim 
fuerit Z = { , feu Z = « ^ , ob xquationem inter x , y & 
7 homogeneam , orientur Superficies conicx. Idem evenit , fi 
ruerit Z = «, /3 { ; hoc tantum difcrimine , quod Vertex 

Coni non in ipfum punCtum A cadat; fcilicet, fi fuerit Z = 

— --- , Vertex Coni ab A diftabit intervallo b. Quod fi jam 

fiamatur b = 00 , figura conica abibit in cylindricam , fiet- 
que Z = 1. Hiuc xquatio pro Superficiebus cylindricis ita 
erit comparata , ut in ea variabiles x & y una cum conflanti 1 
ubique eundem dimenfionum numerum adimpleant. Quomo— 
docunque autem aquatio inter x & y luerit comparata , fi tertia 
variabilis j in eam non ingrediatur , femper per unitatem ho- 
mogeneitas impleri poteft : unde, uri fupra jam ollendimus, 
omnis aquatio una variabili carens exprimit Superficiem cy- 
lindricam. 

39. Inter hxc Corpora , in quibus omnes fediones , uni 
plano principali APQ parallel*, funt figurx fimiles, maxime 
notatu funt digna ea , quorum iftx fediones funt Circuli Cen- 
tra in eadem reda AR ad planum AP Q normali habentes. 
Hujufmodi Corpora torno efformantur , indeque tornata ap- 
pellantur. Pro hujufmodi ergo Corporibus xquatio generalis 
erit ZZ = xx -j- yy : quicunquq enim valor variabili 3 tribua- 
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tur, ut fiat Z =H , prodibit pro fedione plano APQ pa- 
rallela scquatio HH =1 xx + yy , qua: eft pro Circulo ra- 
dium = H & Centrum in reda AR habente. Si fuerit 
ZZ = f{, habebitur Conus redus : fin Z Z = a a , Cylin- 
drus ; & , fi ZZ = ca — prodibit Globus , qua: funt 
fpecies praecipua: Corporum tornatorum. 

40. Contemplemur ejufmodi Corpora , quorum omnes fec- 

tioues PT V normales ad Axem A P fint Triangula , horuui- 
que Apices T in Linea reda DT Axi AP parailela firi. 
Sit A VB Bafis hujus Corporis , feu ejus fedio in plano APQ 
feda , quae fit Curva quaecunque. Sit diftanria redae DT ah 
Axe AB, nempe AD ,=c : pofitifque , ut hadenus , tribus 
variabilibus AP = x, P Q~y , QM erit P V Func- 
tio quaepiam ipfius x : fit ea PV= P : erit , ob triangula 
VQM, VPT fimilia, P:c==P — ; feu { — c — 

££. Pro hujufmodi ergo Corporibus aquabitur c ~ ; Func- 
tioni cuipiam ipfius x. Differunt igitur hic Corpora a conicis , 
cjuod definant in aciem redam DT, cum conica definant in 
cufpidem. Si Bafis A VB ponatur Circulus , Corpus refultans 
a W a. l l 1 s 1 o fufius eft pertradatum , atque Cono-cuneus 
appellatum. 

41. Sint, ut modo, omnes fediones Axi AB normales 
PTV triangula ad P redangula , quorum Vertice autem T 
confli tuant Curvam quamcunque AT : Bafis autem fit figura 
AVB. Pofitis tribus variabilibus AP — x , P Q—y , & 
QM=t ,■ erit in Curva AVB , reda P V Fundio qui- 
dam ipfius x qu* fit = P : tum vero erit P T quoque Func- 
tio ipfius x , quae fit — Q; quibus pofitis erit 

p : Q = P — y '•{ i 

ideoque { = Q — ^r» feu P { + Qy = P Q » vel^- + 
J - — T, vel conftanti. Quod fi ergo in iquatione ambi 
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variabiles y & j una plures dimenfiones nufquam conftituant ,’ 
tum Corpus ad hoc genus pertinebit , quod hic defcripfimus. 

41. Quoniam jam fumus contemplati ea Corpora , quorum 
omnes Coctiones , uni plano principali parallela? , funt inter fe 
fimiies : nunc ea confideremus , in quibus omnes iiiiufmodi 
factiones fuit figura inter fe 1'altem allines ; feu , quas , fumtis 
Abfcillis homologis , habeant Applicatas inter fe proportiona- 
les. Sint igitur hujtifmodi Corporis tres fediones principales 
A BC , AC D , & A BD , quarum ifti AC D omnes fediones 
parailela debeant elfe figura allines. Quare in ea ponatur 
Bafis AC = a , & altitudo AD = b ; fumtifque Coordinatis 
Aq = p , & qm-=zq , fit q Fundio quacunque ipfius p. 
Concipiatur nunc fedio quicunque parallela PTV, polito 
intervallo A P = x ; eritque Bafis P V = Fundi oni ipfius x , 
quae fit =P , & altitudo PT = Fundioni ipfius x , quae fit 
= Q. Vocetur jam P Q = y & QM=^; atque, ex affini- 
tatis natura, erit a :^ = P : y & £;y=Q: j ,• feu y = — , 

& {=£*, 

43. Quod fi ergo datae fuerint omnes tres fediones princi- 
pales Corporis , ABC , ACD , & ABD ; hinc natura ipfius 
Corporis determinabitur , quod habeat omnes fediones , ipfi 
ACD parallelas , firnul eidem allines. Primum enim dafatur 
P & Q Fundiones ipfius x ; tum vero eft q Fundio ipfius 
p ; unde , ex binis variabilibus x & p , definiuntur ambi va- 
riabiles y & {• Verum , fi aequationem inter tres Coordiua- 
tas x, y & 3 defideremus ; quoniam q elt Fundio ipfius p ; 
feu , quia datur aequatio inter p & q , in hac aquatione fublli- 

tuatur p = ‘ » hcque , ob P & Q Fundiones 

ipfius x , orietur aquatio mter tres Coordinatas x , y & j , 
qua natura Corporum ad hoc genus pertinentium exprimetur. 
Patet autem , pofito x=o , fieri oportere P =a & Q=£. 

44- S» 
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44,. Si in aquatione pro Superficie duae variabiles y & { 
ubique eundem dimenfionum numerum conltituant , tum om- 
nes fediones ad Axem A P normales erunt figura redilinea. 
Pofito enim pro x valore quocunque conftante , prodibit 
aequatio inter y & { homogenea, quae unam plurefve Lineas 
redas indicat. Cum igitur numerus dimenfionum , qui a binis 
y conflituitur , ubique fu idem, vel par erit vel impar; 
& hanc ob rem , uti fupra jj. ao. oftenfum efl , hujufmodi 
Corpora binas habebunt partes inter fe aequales. Scilicet por- 
tiones in regionibus prima & quinta inter fe erunt fimiles, 
tum vero etiam in regione fecunda & tertia , & ita de ceteris , 
uti Tabella loco citato indicat. 

45. Jam plures hic contemplari fumus Corporum fpecies, 
in quibus dantur infinitae fediones redilinea ; veluti hanc ul- 
timo pertradatam , & cylindricas atque conicas. Hae vero 
ita funt comparatae ut fediones per Axem A P fada fint 
redilinea; hoc autem genus latius pater. Sit enim AK MP , 
fedio Corporis per Axem AP fada , ad angulum M P V = 

; politis A P = x , P Q = y , & Q AI = ^ , erit y- Tan- 
gens anguli <p ; & reda P M ■= ^ 4 — . Quod fi jam Linea 
K AI fit reda , debebit effe — A — = a x -f- ]S ; ubi a. & /3 

Jtn. 9 

erunt conflantes ab angulo <j> pendentes : ideoque erunt Func- 
tiones nullius dimenfionis ipfarum y & f. Sint R & S hu- 
jufmodi Fundiones : eritque x= R ^ -f- S ; feu *=Ry 
S. Vel , denotante T Fundionem unius dimenfionis , & S 
nullius dimenfionis ipfarum y & ^ , omnia hujufmodi Corpora 
continebuntur in hac aquatione generali x = T -f- S. 

46. Quaecunque autem fuerit propofita Superficies , cujus 
natura per aquationem inter tres variabiles x , y , & ^ defi- 
niatur , facile erit ejus fedionem quamvis fecundum Axem 
AP fadam determinare. Sit enim angulus V P Ad, quo ifta 
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ArpF-.-n. f e Ji; 0 AKAIP ad planum ACVP inclinatur , = cp ; & ponatur 
recta P M = v , qu$ erit Applicata fedionis qusefit® ; quo 
fado habebitur QM= f = v. Jth. tp & P Q =y =-= v. cof cp: 
Quod fi ergo in aequatione pro Superficie loco variabilium y 
& f i Pii vaiores v. cof cp & v.fm.cp fubftituantur , orietur aequa- 
tio inter duas variabiles x&v, qua natura fedionis AKMP 
T A B exprimetur. Simili vero modo omnes quoque fe< 5 fiones , quae 
xxxi. fiunt fecundum alterutrum binorum reliquorum Axium princi- 
hg. m. palium A Q vel A R , invenientur. Tres enim illi Axes A P, 
A Q & A R , a quibus tres variabiles x , y & { peudent , ita 
inter fe funt permutabiles , ut perpetuo , quicquid de eorum 
uiio docetur, ad binos reliquos transferatur. 

47. Sumto ergo plano A P Q pro norma , ad quod omnes 
fediones Superficiei referantur ; fedio quxeunque plano fada 
vel erit parallela huic plano , vel ad id erit inclinata ; hocque 
cafu planum fedionis continuatum alicubi interfecabit planuin 
A P Q, atque interfedio illorum planorum erit Linea reda. 
Priori quidem cafu , quo planum fedionis parallelum eft plano 
A P Q, natura fedionis innotefeet tribuendo quantitati * va- 
lorem conflantem. Polleriori vero cafu , quo planum fedionis 
ad planum AP Q inclinatur, naturam fedionis adhuc tantum 
definire licet , vel reda A P vel reda A Q fuerit interfectio 
plani fecantis cum plano A P Q. Ad omnes ergo omnino 
fediones eruendas fupereft , ut quafcunque alias binorum illo— 
rum planorum inrerfediones contemplemur. 

■xxxiii. 4§. Sit reda E S , Axi A P parallela , interfedio plani fe- 
■Fif.iiS. cantis cum plano APQ: angulufque inclinationis QSM, 
quo planum fecans ES M ad planum A P Q inclinatur , po- 
natur = cp , & dillantia A E vocetur = f. Cum jam fit 
AP—x, PQ=y & QM—f, erit ES= x ,&cQS = 
y + f. Quod fi ergo fedio ad redam E S tanquam Axem 
referatur, erit Abfcifla ES = x, Applicata vero S M pona- 
tur = v i unde, ob angulum QSM=<p, obtinebitur 
Q M— 1 = v.fin. cp , & S Q = y -f- f =. v. cof. <p , hineque 
y = v, cof <p — f Quare , fi in aequatione pro Superficie 


/■*" 


Digiferctby Googl 



#» 


A PLANIS QUIBUSCUNQUE FACTIS. 347 

inter x,y, & fubftituatur y = v. cof.tp — f£c^=v.fin. cp, 

orietur xcjuatio inter Coordinatas x & v 1’edionis E S AI ; qux- 
fitae. Si interfedio £ 5 cfle , normalis ad Axem A P ; tum , 
quia foret parallela alteri Axi principali in plano A P Q exif- 
tenri , permutandis variabilibus x & y , fedio -eodem modo 
invenietur. 

49 . Habeat jam interfedio E S in plano A P Q politio- 
nem quamcunque ; cui reda A E , ad Axem A P normalis , 
occurrat in pundo E. Tum ducatur ETX Axi AP paral- 
lela, & ponatur AE=f, & angulus T E S =6. Sumtis 
porro tribus variabilibus A P = x , P Q —y & Q M = q ; 
ex Q ad E S ducatur normalis QS , & jungatur , reda AIS , 
erit angulus Q S AI inclinatio plani fecantis ad planum A P Q, 
qui ponatur = tp. Deinde vero fint fedionis quadira Coor- 
dinatx E S = r & S AI = v. Ex S ad E X & Q p produc- 
tam ducantur perpendicula S T & S V ; entque Q M= ’ = 
v.Jin. tp i QS = v. cof. <p \ S V =v. cof tp.Jin. 0 , & Q y = 
v. cof. (p. cof A. Poftea vero , erit S T = U X—t.fin. 0 , & 
ET=t.coJ'. 0. Ex his colligitur tandem A p =x = t. ccf & -j- 
v. cof. tp.fin. 0 , & P Q — y = v. cof. <p. cof. 0 — t.fn. 6 — f; 
qui valores, fi loco x ,y & j fubfiituantur, dabunt aequationem 
pro fedione quifira. 

50 . Data ergo xquatione pro Solido quocunque , ex ea 
facile elici potell aequatio pro Sedione ejus quacunque plana. 
Ac primo quidem perfpicuum elt , fi xquario pro Solido in- 
ter tres Coordinatas x , y & 4 , fuerit algebraica , tum quo- 
que omnes ejus fedioncs fore Curvas algebraicas. Deinde 
vero , cum arquario inter Coordinatas fedionis t & v oriatur , 
ponendo in xquatione pro Solido ^ -= v.f.tt. (p , x = t. cof. 0 + 
v. cof. tp.fin. 0 , & y = v. cof.tp. cof. 0 — t.Jin. 6 — f, mani- 
feftum eft in aequatione pro quavis fedione Coordinatas t & v 
plures dimenfiones obtinere r.on polle , quam in av.juatione 
pro Solido tres Coordinatx x , y & ^ conflituant. Fieri ta- 
men quandoque potell ut squario pro fedione ad ordinem 
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inferiorem referatur; fupremis fcilicet membris , poft fubftitu- 
tioneni , fe tollentibus. 

51. Si igitur in aequatione pro Superficie tres variabiles x, 
y & { unicam tantum conlliruant dimenfioncm , ita ut aequa— 
tio fit liujufmodi ax + | 3 y-f-y{ = a; tum omnes hujus Su- 
perficiei fedliones erunt Lineae redtae. Erit autem hoc cafu Su- 
perficies plana ; uti, cum attendenti facile patebit, tum infra 
clarius ollendetur : atqui ex Elementis notum efi fedtionem 
duorum planorum Lineam redtam efie oportere. Simili modo 
hinc intelligitur omnium Solidorum , quorum natura hac 
generali aequatione contineatur 

fingulas fedfiones , nifi fint Lineae redis , Lineas fecundi ordi- 
nis elle debere, neque ullam dari ledtionem, cujus natura per 
aquationem fecundi gradus exprimi nequeat. 


CAPUT III. 

De feclionibus Cylindri , Coni & Globi. 

ji. Quoniam haec Corpora in Elementis Stereometria 
conficlerari folent , ■ eorum fedfiones hic antea inveftigari 
conveniet , quam ad Solida alia minus nota progrediamur. 
Primum igitur , Cylindrorum duae occurrunt fpecies in 
Elementis , reclorum fcilicet ac Jialenorum. Cylindrus reclus 
vocatur , cujus omnes fedfiones ad Axem normales fint 
Circuli inter fe aquales , atque Centra in eadem Linea reda 
difpofita habentes. Cylindrus autem fcalenus fedfiones ad 
Axem , non normales fed fub dato angulo inclinatas , habet cir- 
culares ; quae affectio commodius ita exprimetur , ut dicamus 
Cylindrum obliquum feu fcalenum efle cujus omnes fedfiones. 
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ad Axem normales fint Ellipfcs squales , quarum Centra in 
eadem Linea reda , qus Axis Cylindri vocatur , fint pofita. 

53. Sit igitur Cylindrus , five redus five fcalenus , cujus 
Axis C D perpendiculariter infillat plano tabula ; fitque ejus 
Balis A E B F , feu fedio a plano tabula formata, vel Cir- 
culus vel Eilipfis. AlTumam vero hanc Balin elfe Ellipfin 
quamcunque , Centrum in C & Axes conjugatos AD & E F 
habentem ; quoniam , qus de Cylindro fcaieno tradentur , 
facillime ad redum accommodabuntur. Ponatur ergo alter 
femiaxis A C = B C = a , alter vero C E = C F c= ; po- 
litis nunc tribus Coordinatis CP = x, PQ=y&iQM=f, 
erit, ex natura Eilipfis, aacc = aayy + ccxx ; quz eadem 
aquatio exprimet naturam Cylindri , cum tertia variabilis f , 
ob omnes fediones plano C P Q parallelas inter fe squales, 
in squationem non ingrediatur. 

54. Hujus ergo Cylindri omnes fediones Bafi parallela 
eidem erunt fimiles & squales. Scilicet Circuli in Cylindro 
redo & Ellipfcs in fcaieno. Tum vero fediones , qus fiunt 
fecundum plana ad A P Q normalia , erunt Lines reda , bins 
inter fe parallela , qus , ubi Cylindrus tangetur a plano , in 
unum coalefccnt ; atque adeo imaginaris evadunt , fi planum 
Cylindro prorfus non occurrat. Hoc ipfuin ex aquatione 
fponte fequitur ; G enim vel x vel y vel x ± «cy ponatur conf- 
lans ad denotandam interfedionem plani fecantis & Bafis , tum 
aquatio duas habebit radices limplices. Sicque determinavimus 
jam fediones omnes, qus fiunt per plana, uni trium planorum 
principalium parallela. 

55. Ad naturam reliquarum fedionum indagandam , pona- 
mus planum fecans cum plano Bafis interfedionem conllituere 
redam Lineam G T , quz primo fit parallela alteri Axi con- 
jugato E F , feu ad alterum AB produdum in G normalis. 
Hoc pofito, fit difiantia C G =f, & inclinatio plani fecantis 
G T M ad Bafim menfuretur angulo = <p. Occurrar planum 
fecans GTM Axi Cylindri in D ; & , duda reda D G , eric 
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DGC = cp , ac proptcrea D G = & C D= • Ex 

fedionis qucefit® pundo quovis M ducatur M T parallela ipfi 
D G : atque, ob T Q =/ — x , & angulum QT M— <p , 

erit T M = J~ ' r -& Q M= = * Ducatur 

MS parallela ipfi TG , ideoque normalis in D G, erit M 5 = 
TG=P Q=y, &. DS = ~. 

56. Sumantur nunc redae D S & S M pro Coordinatis fec- 
tionis quaefitae ; (itque D S = t , & S M = u. Hinc erit 

y = u, * = t . cof. $ : &, ob ? erit { === 

f tang. <p — t,y?n. p : Subfiituantur illi valores in aequatione pro 
Cylindro aacc = aayy + ccxx , atque refultabit pro fedione 
quxfita illa aequatio aacc = aauu + ccct ( coj. tp )‘ : qua; indi- 
cat lectionem fore Ellipfin Centrum in pundo D habentem , 
cujus alter Axis principalis in redam D G cadat, alter vero 
ad hunc lit normalis. Erit vero femiaxis in redam D G ca- 
dens ( fado u = o ) = — J - . Vel , ducatur reda B H pa- 
rallela ipfi G D , erit B II = - 4 — alter femiaxis fedionis 

i coj. 9 

quxfitx j alter vero conjugatus erit = c = C E. 

57. Erit ergo fedio Cylindri hoc modo orta Ellipfis , cujus 

femiaxes conjugati erunt & c . Quod fi ergo in Bafi 

AEB F fuerit A C = a femiaxis major ; tum , ob -A-— majo- 
rem quam a , fcdiones erunt Ellipfes magis oblonga: , quam 
Bafis. Sin autem fucyit c minor quam a ; leu , fi interfedio 
G T fuerit Axi majori Bafis parallela , tum fieri potell ut in 
fedione ambo Axes fiant inter fe xquales , atque adeo fedio 

Circulus evadat. Eveniet hoc fi fuerit - 4 — — c. feu cof.<p = 

Cof. 9 J c 
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~ . Cum igitur fit in Triangulo BCH ad C redangulo an- 
gulus C B H=<p y erit cof 9 = ~ j { = Quare , fi 

fumatur BH=CE, fcdiones erunt Circuli, quod cum du- 
plici modo fieri queat , redam B H=zC E five fupra five infra 
conlliruendo , binat exiftent fedionum circularium feries , qux 
ad Axem CD oblique erunt inclinati; ex quo hujufmodi Cy- 
lindri fcaieni appellantur. 


58 . Sit nunc reda G T, utcunque oblique pofita , inter- 
fedio plani fecatitis cum Bafi , ad quam ex Centro Bafis C de- 
mittatur perpendiculum G C =f ; & ponatur angulus B C G 
= 0 ; fitque angulus inclinationis CGD = 9 , cui squalis 
erit angulus Q TAI, duda Q T ad G T normali. Erit ergo 

D G = -£r— y & C . Sit AI pundum in fedione 

quifita , unde ad Bafin perpendiculum AI Q hineque porro 
ad Axem Q E demittatur; ita ut , vocatis C P =x , P Q =y 
& Q M = ^ , lit aacc = cayy ccxx. Ducantur porro ad 
inrerfedionem G 7’normales PP ' , Q T ; erit G V= x.fin.9 , 
PV=f — x. cof (i ; & , ob angulum Q PJf r - =0 , fiet QIV ’=. 
y.fin.b.Piy =.VT=z y.cof. 0 , & QT=f — x. cof 6 -f- y.fin.9. 
Denique , duda AI T , ob angulum AI T Q = 9 , erit T AI = 

7^-&Q r= V 2 ^- 

fit. ? Jui. p 


59 . Compleatur parallelogrammum redangulum GSAIT; 
& vocetur D S = t , S AI = G T = m : erirque u=^GV-\- 
VT = x.Jin. 0 + y. cof. 6 . At, ob Q T = / — x. cof 9 -f- 
y.fm.9,e rit QT — C G = y.fin. 0 — x. cnf.9, tx quo firD5’ = 

T Ad — D G — =f.Cum igitur fit x.Jin.9-^ 

y. cof 9 =«, & y.fin. 0 — x. cof.9 = t. cof 9 , hebebitur y == 
u. cof 0 -f- t.fin. 6. cof. 9 , & .v= u.fin.9 — t. cof. 0. cof p. Qui 
valores in xquatione aacc = aayy ccxx loco x & y lublti- 
tuti dabunt. 
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ajuu (cof. B)' -fi- Zaaut.fin. B. cof. B. cof. f-fi- aatt(fin. 8)’ (cof. »)' 

LL ccuti (fin. B)' iccut. fin. 0. cof. 9. cof. f -fi- cctt(cof. 0 )‘ ( cof. » )‘ 

quam aequationem patet efte ad Ellipfin , cujus Centrum fit 
in D , at Coordinatae D S & S M ad Axes principales non 
fint normales , nifi (it q = c feu Cylindrus re&us. 

6o. Ad hanc feftionem propius cognofcendam , fit a Mebf 
Curva, cujus aequatio eft inventa inter Coordinatas D S =t 
8cAlS=u-, fitque , brevitatis ergo ifta aequatio flacc=3 
a. u u x[& t u + y tt ■, \a , ut pro cafu prafente , habeatur 

e. = a a ( cof. 0 )* + cc ( fin . 0 )* 

& 

/3 = (a a — cc).fin. 0. cof 0. cof q> 
atque 

y = a a ( fin . 0 )*( cof <p )* -fi- cc ( cof 0 )’ ( cof<p)'. 


Sint hujus feclionis ab & e f Axes principales conjugati , duc- 
taque ad eorum alterutrum Applicata AI p , vocetur Dp=p 
&cMp-=q\ ac ponatur angulus aDH=^ \ erit« = 
p.fin. (f ) + q. cof ^ & t=p.coJ.£ ) — q-fn.^, quibus valoribus 
fubftitutis, net 



+ »(«»/ f) 

— lC. fin. f. cof. { qq 
+ y-{fin. t)' 


6 1 . Haec jam aequatio cum referatur ad Diametrum ortho- 
gonalem , coefficiens ipfius p q debet e(Te = o : unde , ob 
z.fin. <£. cof C-f ln - *£,•&■( co f£ Y — (fnfy = cof.T. fiet 
( «. — y ).Jin. x ^ -fi- x /3 cof £ x = o : ideoque tang. x £ = 


^ : unde angulus a D H , ac proinde pofitio Diametro- 
rum principalium cognofeitur. Hinc porro ipfi femiaxes de- 
finiuntur , hoc modo. 
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aD = 


e D = 


VI * (fin. ()‘ + 1C. /in. (. cof. y{cof.{Y) * 

& 

ac 

VU («jf O* xC. fm.{. cof. { + y ( /in. £ f )' 


6x. Quia eft x /3 = -&■ - r a ^ ^ n r > , erit, valore hoc 

coff fin.(‘ 

in expreflionibus inventis fubftituto , 

r\ ac V f coC. <f ‘ fin. C ) ac^i. cof. x { 

^ ,/l. .„//■• y>\ 


v (?•«</• r — *•>&>• o vc (*+>)• (ofx ^ — * +> j 

& 

c t\ ac\j < cof. i' /in. {' ) a c \/ x. cof. a. <f 

y-Jin-i ) V ((* + >)• cof. y)* 

Horum ergo femiaxium productum erit 
aD eD= Xaacc. cof. x f 

V ( 1 “ > ( 1 -h ( «>/■ x(y) — (fin. X(y )' 

At , cum fit 

( y — «. )-fin. x = x €. cof. x £ 
erit 

(axe + yy) (/'«•*£)’= 466 ( co/x<£)* + a.«y (fin.x^)’ 
ideoque 

a T\ ,T\ laarc. cof x Z ance 

VU*r (cof x()‘ — 4 c:{cof.x$y) V(«y — «) 

a c 
cof. * 

63 . Simili modo , cum fint quadrata 

ry xaacc. cof x ( 

(* + >)• c°f 1 i — « + y 

& 

TJi 1«3CC. Cof X^ 

(* + y).cof l~> + <t y’ 

erit 

aD' + e D' = -± a ? c \ { « ~'r y ) ( cof. xf)* ( * 4~ y ) a ace 

4*> ( cof. x^)‘ itC(cof !(■) ay CC ' 

Euleri Introduci, in Anal. infin, Tom. II, Y y 


Cai-.III. 


» 


ArPKrn. 
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Hincque elicitur 

a D 4- e D = f V ( « + y + 2 V ( « > — ? O ) 

V ( * 7 — c c ) 

& 

75 e D = * c V(« + y — 2 V ( « y — f O ) 

V(«r — eO 

Semiaxes ergo a D & e D erunt radices hujus arquationis 
(«V — £ C ) jc* — (ct + y) aaccxx 4- a' c' = o , 
at eft 

V (»v — £ 6 ) = a c. cof. f. 

6 4. Cum fit a D. c D = , atque <p fit angulus quem 

planum fecans cum plano bafis conflituit , hinc fcquens elegans 
1 heorema coulequimur. 

Theorema. 

11 Si Cylindrus quicunque fetetur plano quocunque , erit rec- 
” tangulum Axium feclionis ad reclangulum Axium Bafis 
» CyUndri , uti fecans anguli , quem planum feclionis cum plano 
» Bafis conjlituu , ad finum totum. » 

Quare , cum omnia parallelogramma circa Diametros con- 
jugatas deferipta aqualia finr redangulis ex Axibus formatis , 
etiam parallelogramma ifla circa Bafin & fedionem quamcun- 
que Cylindri formata eandem inter fe tenebunt rationem. 

6 5. Natura aurem hujufmodi fedionum obliquarum Cylin- 
dri commodius fequenti mojlo definiri poterit. Si fuerit Bafis 
Cylindri Ellipfis AEBF, cujus feniiaxes AC=BC = a , 
EC=CF=c , atque reda CD ad Centrum Bafis C per- 
pendicularis Axis Cylindri : fecetur ille Cylindrus plano , cu- 
jus cum plano Bafis interfedio fit reda TH ad Axem AB 
produdum utcunque oblique pofita , ad quam ex C perpen- 
diculum demittatur Cll , firque angulus GC H ^= 0 . Tranfeat 
planum fecans per Axis Cylindri pundum D ; erit , duda 
DH , angulus CH D inclinatio plani fecantis ad planum Ba- 
fis j, qui angulus vocetur = <p. Polita ergo C G = / , erit 


t 

c 


— 
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GH=fJtn. 0; CH=f.cof.Q ; DH=£^ , & C£>= C * f T1L 
^ C °^cof.^ n * ’ ^* nc > °k triangulum .D C G ad C reAangulum , 
erit D G = ^' ^ ^ 1 ~^' 1 ' 9 'fo' 8 ^ & anguli D G II finus = 

cof t ° 


cof. : 


V ( 1 +7'«- **• ./£*• *' ) ’ 
gens = 1 


cofinus = 


fin. 9 . cof. 9 


V ( 1 4~ fi n - <> -fi' 1 - f‘ ) 


& tan- 


QT=f- x+ z £ i *. 


’ fin. 8 . cof. f 

66. Jam , ex fe&ionis qu*fit$ punfto quovis M in Bafin 
demittatur perpendicularis MQ; duftaque Applicata QP , fit 
C P = x , P Q=y , erit aacc = aayy + ccxx. Ducatur Q T 
ipfi C G parallela , in eamque ex G normalis G R ; erit GR = 
y , & QR=f — x. Quoniam igitur angulus 2 'GR = 

GCH=Q , erit Gr=-fj- & : unde fit 

* cof. S coj. i 

Ideoque , ob triangula CDG & 

QMT fi milia , erit C G : D G=QT-.TM , & CG-.CG — 
QT=DG : DS , du&a MS parallela GT. Hinc erit DS= 
»— y-r^ M » +>• . r.fin. s ) ' Poflris erg0 DS==tj MS 

= Uj erit *. cof.6 y.fin. 6 = ;y=u.cof.6 ; 

unde «equario inter t & u reperietur , qu® adhuc erit faris 
complicata. 

67 . Quod fi autem , loco Axium principalium Bafis , du- 
catur Diameter £Finterfe<5lioni 77f parallela , ad eamque Dia- 
meter conjugata AB , quae produ&a ipfi TII occurrat in G. 
Tum vero maneant eadem , qu® ante pofuimus C G = f ; 
GCH=6 ; CHD=<p, CA = CB=m, CE—CF-^=n; 
fueritque dufla QP Diametro EF parallela, & pofitis CP=x, 
P Q=y , ut fit m' n =.m' y' -F n' x' , erit GT=MS=y 
& DS=z2£g = *JQ+fin.r.fin.<>') ' Q uare ( pofitis DS==t 

Yy a 
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& = fiet x= ■/' co ' 9 . & y=u , erit vero 

C G • 

-pe cofinus anguli CGD ; unde , fi ponatur angulus CGD 
= » , erit x = t. cof. n ; ideoque pro feflione qusefita erit 
i' mmnn = mmuu + nntt.cof.it , ad Diametros conjugatas» 

Centro exiitente in D ; eritque femidiameter in dircflione 
. D S = & alter = n. Anguli vero, quo hte Diametri 

invicem inclinantur GSM, tangens erit = ' , & cofi- 

° Jin. 9 . coj . * 

nus = VT 6 • Hocc l uc P aa ° natura 

feflionis facillime cognofcitur. 

Tau. 63. Expofitis ergo feflionibus Cylindri , ad Conum progre- 
XXXV. diamur , live refluni live fcalenum : eo vero tantum Conum 
fcalenum a reflo differre ccnfidero , quod in fcaleno fefliones 
ad Axem Coni normales fint Ellipfes fua Centra in Axe Coni 
habentes ; dum in reflo ha: fefliones funt Circuli. Sit igitur 
OaebfO Conus quicunque Verticem in O & Axem Oc ha- 
bens ; quem ad planum tabula: pono normalem , ita ut tabula 
reprafcntet planum per Coni V erticem O duflum & ad Axem 
Coni Oc normale. Ducantur per O in plano tabula: refla: 
A B , EI' Axibus ab & e f cujufque feftionis Axi normalis 
paraliclte. Quod fi ergo ex feflionis aebf punflo quocunque 
jhf ad planum tabui* demittatur normalis M Q , & ex Q ad 
AB perpendiculum P Q ; fi ponantur O P = x » PQ=y, 
QM-=q , erit quoque feflionis Abfciffa cp = x, Applicata 
pM = y : unde, cum Axes ab, ef ad Oc=: QM = 
conflantem teneant rationem , fi ponatur ac = bc = & 

ec=fc=n{, erit m' n ^ = mmyy + nn xx ; qua: eft 
aquatio naturam Superficiei Conica: exprimens , inter tres 
variabiles x , y & 

69 . Cum igitur omnes fefliones Axi Oc normales fint EI— 
lipfcs , uti ex squarione m' n' f = m' y‘ + n' x’ (tribuenda 
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ipfi \ valorem conflantem ) apparet ; fimili modo facile co- 
gnofcentur fedtiones , quas vel ad redlam AB vel EF erunt 
normales. Si enim ille Conus fecetur plano ad AB normali 
& per pun&um P tranfeunte , pofito OP = a, ifla pro fec- 
.tione habebitur aequatio m'n'£z=m‘y‘ + n' a , inter Coor- 
dinatas Pp = {, & pAI=y ; quam propterea patet effc 
Hyperbolam Centrum in P habentem , cujus femiaxis trar.f- 

verfus erit =~ > & femiaxis conjugatus = Fari modo , 

fi y ponatur conflans , fedtio redlae E F normalis intelligctur 
efTe Hyperbola Centrum habens in ipfa rcdla EF. 

70. Si planum , quo Conus fecatur , fit quidem perpendi- 
culare ad planum AEBF , at vero ad neutram Linearum 
AB, EF normale , facile quoque fedlio Coni definitur. Se- 
cet enim hoc planum Bafin AEBF redla BE , ac vocetur 
OB=a, OE = b. Jam, ex pundto fe&ionis quovis AI 
demittatur normalis M Q , & ex Q Applicata Q P , ut fit 
O P = x , P Q = y , & Q AI = 7 ; atque , ex natura 
Coni, rn'n'i' = m‘y‘ + nx'. Erit ergo a : b = a — x:y, 

feu y = b — Ponantur fcilionis Coordinata: B Q = t , 
& QAI= 1 : erit b : V (fl a + bb) =y : t ; ideoque y = 
y/(aa + bi) » X = Slt V(«a + 5£) 

= C i erit y = — ,• x = a — — , atque prodibit inter t & 
\ fequens aquatio 

m'n'c{ = mb'tt + nacc — xnnaact + nnaatt. 

Fiat t — 1 n " JJC . , = G Q = u , exiflente B G = 

m n c { = (ra li n a ) u u + 


nnaac 

m' b‘ -\~ n' a' * 
m'n‘a‘ b’e‘ 
m b‘ -)- «*j 


m 1 b' -f- n‘ a' 

& erit 


71. Erit ergo hac Coni fedio Hyperbola Centrum habens 


CAr.irr. 
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XXXVf. 
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Appexd. 


T An 
XXXV. 
F‘t- > 34 - 


T A 8. 

XXXVI. 
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358 DE SECTIONIBUS CYLINDRI ; 
in pun&o G , cujus femiaxis tranfverfus erit Ga 
-j -. — ; & femiaxis conjugatus = ” n ‘? l ’ c - Afym- 

toti vero hujus Hyperboli , qui Axem G a in Centro G 
decuffiibunt , cum Axe Ga facient angulum, cujus tangens 
cft = y + n'a ’ ) * Q uo er g° f c &i° fiat Hypcrbola aequi- 
latera , oportet e(Te m' n' a a + in n b' = m' b‘ -{-na , feu 
— = tans. OBE = — . Nifi ergo fit 

major nihilo , Hyperbola aequilatera hoc modo oriri ne- 
quit. In Cono redto , quidem ubi eft m = n , anguli , quem 
Afymtot® cum Axe fedionis conllituunt , tangens erit = m , 
& angulus = angulo aOc. 


71. Sit nunc fedfio obliqua , ita tamen ut ejus interfe&io 
BT cum plano AEBF fit normalis ad reftam AB. Ponatur 
OB=f, & angulus inclinationis plani ad planum Bafis , feu 
angulus O BC = <f> , fl ita ut hoc planum lecans Axem Coni 

OC in pundto C trajiciat ; erit BC — ; & OC = 

f—fe—.' £ x fedlionis quifit® punfto quovis Af ad BT duca- 
tur perpendicularis MT ; tum vero ad planum Bafis perpen- 
diculum MQ: & ex Q ad OB normalis QP : ita ut, pofitis 
OP = x, PQ=y, & QM=i , habeatur m' n' ( = 
m'y' + nx’. Ponantur pro fedlione Coordinati BT=t, 
TM—u : erit , ob angulum QTM—tp, QM = { =z 
u.fm.cp ; TQ — u. cof.<p=f — x i unde fit y=t i=u.fin.ipi 
Sc x=f — u.coj.tp; ideoque 


m' n u’ .Jin. <p' = m' t’ -{- n (f — u.cof.tp). 


73. Ponatur BC = -^-- — g, ut fiat f=g.coJ.<p, erit 
x = ( g — u ). cof. <p ; atque pro fe&ione erit 
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m’nu'.fin. <p' = m't' -j- /t ’g‘ . cof.<p '< — m'gu. cof. <p' + n' u cof. f. 

= S G 5= s , du&a M S 


g- COj. t 


Statuatur u , , , , 

coj. 9 m .Jin. 9 

parallela ipfi B T, fumtaque B G = 

f- cof. 9 f- cof. 1 


cof. p * 


cof m' fin. f ‘ 

ita ut Coordina- 


coj. f ‘ m ‘ fin. p' 1 ( 1 -j- m * ). fin. f 1 * 

ts fint G S = s & S AI = t , atque nafcerur hxc aequatio 

mntnn fi fin. t * 


m' tt + nn (ctf.a' — rrf.fin.tp' )ss — — T^BLJuBLL — r — o. 

Erit ergo Curva Sedtio conica Centrum liabens in G. Erit- 
que ergo Parabola fi Centrum G in iufinirum abit , quod fit 

fi tang. cp = — ; feu , fi recta B C fuerit lateri Coni O a 
parallela. Hoc vero cafu erit mmtt + nnff — innfa.cof<p=o: 
Vertex ParaboI® erit in G, fumta B G = - ^ : & Latus 

^ coj. f 

rectum erit=^f£f. 

rn m 

74. Quoniam fedtio e(t Parabola , fi fuerit cof. <p’ — 
m .Jin. <p‘ = o ; manifeflum eft eam fore Ellipfiii , fi fit cof. <p‘ 

major quam m' fin. cp' , feu tang. <p major quam quo qui- 
dem cafu recta BC furfum converget cum latere Coni oppofito 
0*2. Cum igitur fit B G = * r» erit BG major 

quam B C , exiftente G fe«?cionis quxfits Centro. Erit er- 
go fe&ior.is quaefirffi femijxis in directione B C pofitus = 

^jr^—T^-fi—. » alter vero femiaxis conjugatu — 
- 7 , , — — & fcmilatus rectum = — f. Jin. 0. 

y(cof.o nf . fin. c )* m J J Y 

Unde fe< 5 tio erit Circulus , fi fuerit m=n \! (cof. f — m'.fin. f) 
feu m m = n n — n n ( t mm ).fin. <f > ; hineque fit Jin. = 
Jj ,n _ -rnn, ) - O B C , & Cof 0 = 1 . Nifi 

ergo fit n major quam m , nulla hujufmodi fectio elfe poterit 
Circulus. 


Cap.III. 
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75. Si fuerit m fin. f major quam cof. <p' , feu tang. <p major 
quam — ; ita ut reda BC cum latere Coni oppofito Oa 
furfum divergat , fedio erit Hyperbola , cujus femilarus tranf- 
vcrfum erit = — y. , & femilatus conjuga- 
tum = —r -. — — ^, n ' * — ; ac femilatus redum = 

y^m .Jui.t co/. 9 ) 

"f f. fin. <p , & anguli , fub quo Afymtotx Axem in Centro G 


decuflant , tangens erit <p' — cof. cp‘). Quare 

Hyperbola erit aequilatcra fi fuerit m’n'.Jin.<p' — n.cof<p‘ = 

m' = (m/n-f 1 ) n n. fin. f — n n = m m , feu fin. <p = 

V ( m/w+n n ) & r — -■ ) a j hoc erco necelTe 

nVii + »<n) , CX.COJ. — nV r + noc ergo necene 

eft ut fit n major unitate , alioquin Hyperbola zquilatera per 
ledionem hujufmodi produci nequit. 


76. Si Conus eft redus , feu m = n , tum omnes fedio- 
nes , ad has , quas evolvimus referri poliunt , quia politio reda: 
A B ab arbitrio noftro pendet. At pro Cono fcalcno fuper- 
eft , ut inveftigemus fediones qjiae a plano utcunque oblique 

T a b. ad redam A B polito formantur. Sit igitur B R interfedio 
plani fecantis cum plano Bafis A E B F. Ponatur OB =/ , 
angulus OBR= 6 , & angulus inclinationis fecantis ad Ba- 
fin = <p ; erit , demifio ex O in B R perpendiculo O R , 
O R =f fm. 0 & B R = f. cof. 0 . Tum , duda in plano fe- 
cante reda R C , erit , ob angulum O RC = cp , RC = 

LJilLl & O C == ^f ,n ' *- f m - J t si jam fedio ad Axem Coni 
cof . » cef.p ’ 

O C normalis in planum Bafis projiciatur, erunt ejus Axes prin- 
cipales fecundum redas A B & E F difpofiti , alterque erit ut 
m alter ut n. 

77. In hac fedione projeda ducatur Diameter e/parallela 
ipfi B R : erit angulus B O c = 0 ; fitque aOb pofitio Dia- 
metri 
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metri ejus conjugata. Ponatur femidiameter 0 a = /j. , 
O e = v , erit 

V ( m* . fin. 9' -f- n 4 . cof, j' ) 

^ ^ (m‘ .fin. 6‘ n' . cof. 9‘ ) 

& 


y ( m' .fin. V 4* n‘. £</• S* ) * 

atque 

B r\ 1 mn - c °f 9 

Ob — p— , 

** mtn.Jin. 6 

cujus anguli propterea erit 

p. n n. Cof. 9 

inus y ^ m'.fin. b' -j- n‘. cof. 3 ' ) 


& 


Cofinus = 


mm. fin. 9 


y ( m 4 . _//«. 5' -j- n 4 . eo/ «•)* 

Jam cft angulus ObR = Q + B O b : ergo 

r r\ i n m' . fin. 0‘ *4- n' . cof. 9' 

J \ ( m . fin. 0 -f- n . cof. S ) 

& 

r r\i v { mm n n). fin. 9. cof. i 

cof. ObR = 

. At elt 

( m n. y ( m'. fin. 9' -f- n *. cc.f fl* ) 

^ f m m.Jin. 9’ -f- nn.cof. S’ 

7S. Cum igitur fit O R=f.fin. 6 , erit 

Q, O R / fin. 9 y ( m'. fin. 9’ -f- n*. cof. S' ) 

fin. O b R m' .fin. i‘ -J- n‘. cof. S* 

& 

j) t {m m nn)f. fin. 9. cof. 9 

m' .fin. 6‘ -J- /i‘. cof. 9' 

Hinc, ex triangulo RbC ad R redangulo , erit anguli CIR 
m‘.fin. 9* -4- n*. cof. 3' , , r. 1 n 

tan S e,,S = Cn,-—n). jZ.fi ' UndC J angUlUS C b R 

erit cognitus. Jam , ex pun&o fe&ionis quovis M ad rcclam 
RT ducatur MT parallela ipfi Cb , atque ex M ad C b 
fulcri Introduci. Anal, injin, Tom. II. Z z 


CAr.in: 

^ 
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parallela MS ipfi RT : vocenturque bT — MS-=t ; l-S= 
TM=u; qu$ , ranquam Coordinata; obliquangulae lectio- 
nis quaefir® fpedtentur , exiftente anguli b S M tangente = 


m'. (in. 6 ' -f- n' .cof. 5 ‘ 


Patet 


has Coordinatas fieri 


( m'. n'.Jin. fi. cof. ®. cof. f" 

orthogonales in Cono recto , propterea quia fit m = n. 


79. Ex punefto fedtionis M ad planum A E B F demittatur 
perpendiculum MQ ; junCtaque TQ erit parallela Diametro 
ab ; tum ex Q ducatur ordinata QP alteri Diametro py paral- 
lela. Atque, vocatis OP=x ; PQ=y & Q M = { ; 
erit , ex natura Coni 


• • a * * 1 11 

b 1 v % = fji y -+**■*• 


Namque , fi per punitum M concipiatur Coni feitio Bafi 
parallela , erunt ejus femidiametri rectis ab & ef parallela; 
juj & v{. At, cum inventa fint Trianguli redtanguli COb 
latera OC & Ob , erit Hypothenufa 

qi f. /in. S \t(m*.Jin. ®'-| -n*.cof.S' f m' n')’./in. 9 ’. co/. 9 *. (in. ?') 

( m' . Jin. S* -f- n' . coj. i’ ) cof. t 

& ob Triangula TMQ , bCO fimilia , erit 
TM(u)-.TQ(Ob — x ): QM(i) = bC: Ob-.OC 

ergo x = Ob — » { == ^ cb U » & y == 1 i ideoque 

h',‘.OC.u'=,j.\ Cb'. 1' + Ob' ( Cb—u)'. 


80. jEquatio hxc evoluta dabit hanc 

o = /x\ C b'. tt -f* p* ( O b' — jj.'.Oc')uu — ir'. Ob'.Cb.u + 

Ob'.Cb' , 

in qua fi ponatur u — z=s : ** eu » fumta b G= 

Cb 


Ob 1 . Cb 


Ob' — n‘. O c‘ 1 — l nv.Jin. 9‘ -J- n. coj. 0‘ j ung. ? 


: , & vocata 


< 

ii 

f 

< 
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G S = s ; erit G Centrum fedionis conicje cujus aquatio CAr.III. 
inter Coordinatas t & s erit a 

fx‘. Cb\ tt + r' ( Ob ■ — /lx*. Oc ) s s = f» 

cujus femidiameter tranfverfus erit = j & 

femidiameter conjugatus = -^7- ^ ^ L ^ ■ — j , & femilatus 
redum = Ceterum apparet fi fit tang. <p minor 

quam * . — ■ — ^—r , feu tang. 0 minor quam — * , 

Curvam fore Ellipfin ; fi fit tang. <p = , Parabolam ; & li 

tang. p major quam -jL- , Hyperbolam. 


8r. Tertium corpus, cujus fediones plano fadas hic in- 
vefiigare conftituimus , eft Globus , cujus quidem omnes Tec- 
tiones planas Circulos efie ex Geometria elementari confiat. 

Interim tamen quo methodus clarius perfpiciatur , quemadmo- 
dum ex data xquarione pro Solido quocunque ejus fediones 
quatvis erui debeant , idem negotium hic analytice abfolvam 
quod vulgo fynthetice tradi folet. Sit igitur C Centrum Tu. 
Globi , per quod planum tabulse tranfire concipiatur , ita ut £* XV .g 
fedio hoc plano fada fit Circulus maximus , cujus radius < °’ 

C A =■ C B , ponatur = a , qui fimul erit radius Globi. Sit 
porro reda D T interfedio plani fecantis cum ifio plano ta- 
bulae , ad quam ex C ducatur normalis CD, qux fit =f, 
angulus autem inclinationis fit = <p. 

8i. Sit M pundum fedionis quxfitx quodcunque ; unde 
ad planum tabula: demittatur perpendiculum MQ, hincque ad 
redam CD pro Axe affumtam perpendicularis QP. Quod fi '' 
jam vocentur Coordinatx CP=x, PQ=y & QM = f ; 
erit , ex natura Globi , xx + yy-J-^=ww. Ducatur ex M 
pariter ad redam DT normalis MT ; & junda Q T , ob 
ambas QZ 1 & MT ad DT normales , metietur angulus MTQ 

Z z i 
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Apfenp ' inclinationem plani fecantis ad planum Bafis , qu® eft = <f>. 
Quare fi DT & MT ranquam Coordinat® fedionis qu®fir® 
fpedentur , voccnturquc D T= t , T M ==. u , fiet M Q = 
u. /in. <p ; & 7 ’Q = u. cof. <p. Erit ergo C P = x = f — # 
u. cof. < p ; P Q == y = t & Q AI = j = u.jin. <p. Quibus 
valoribus fubllitutis emerget ®quatio pro iedione Globi qu®- 
fita lifcc 

ff — i f u. cof <p + u u + tf = as. 

, 83. Perfpicuum jam efi hanc aquationem eire pro Circulo. 
Namque fi ponatur u — f. coj. <p = s , fiet 

ff. ftn. <p’ + ss -f- if=.aa , 

unde radius fe&ionis erit = V( fla — Q"are , fi 
ex D Applicata T M parallela ducatur Dc , in eamque ex 
Centro C perpendiculum demittatur Cc , ob CD=f 8 c an- 
gulum CDc = <p, erit Dc=f.cof<p & C c=f.fin.<p. Hinc, 
cum Coordinat® s & £ ad Centrum referantur , erit pundum 
c Centrum fedionis , & \/ ( CB' — Cc‘) radius illius Cir- 
culi , uti ex Elementis eft manifeftum. Simili autem modo 
omnium aliorum Solidorum , dummodo eorum natura fit ®qua- 
tione inter tres variabiles exprefla, fediones quacunque planis 
facis iuveftigari poterunt. 


T A B. 
xxxvi r. 
P‘S l }9- 


84. Quo tamen tota operatio melius perfpiciatur , propo- 
natur Solidum quodcunque , cujus natura fit exprefla aqua- 
tione inter ternas Coordinatas AP=x , I , Q=y Cc = 
quarum ilis pofir® lint in plano tabui® h®c vero 3 fit ad 
planum normalis. Secetur jam hoc Solidum plano quocun- 
que , cujus cum plano tabui® interfectio fit reda DT , & in- 
clinationis angulus = <p. Ponatur reda A D =.f , angulus 
ADE = 6 { eritque , demiflo ex sl in DE perpendiculo A E, 
A E =f fui. 6 & D E = f. cof. 0 . Tum, ex fedionis quxfit® 
pundo M ad D T ducatur perpendicularis M T ; jundaque 
QT , ®quabitur angulus A1TQ inclinationi dat® <p. Quare, 
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fi J OT tk TM pro Coordinatis fe&ionis quifiti accipiantur , C at. 
& vocentur DT-=t , 1 M= u , erit QM= u.Jin. tp , & ~ 

T Q = u. cof. <•>. 

85. Ex T ad Axem AD demittatur perpendiculum TV ; 
atque , ob angulum TDV=8 , erit TV = t.fui, 0 £; 

D V = t. cof. 0 . Quia porro angulus TQP eft =6, erit 
P V=u.fn.8. cof. (p & P Q — T P'=u. cof.6. coj.cp. Ex Ii s 
itaque Coordiuati x , y , & { fequenti modo per t & u defi- 
nientur ut fit 

A P = x = f + t. cof. 6 — u.fin. 8. cof. <p 
& 

P Q = y = t. fin. 8 + u. cof 8. cof. p 
atque 

QM= * = u.fin. <p. 

Quare , fi ifti valores in iquatione inter x , y , & j pro So- 
lido data fubfiituantur , obtinebitur iquatio inter t & u , l'eu 
Coordinatas fe&ionis quilitx , cujus adeo natura innotefcer. 
Convenit autem hic modus Iere cum eo , quo fupra 50. 
ufi fumus. 

•' 


CAPUT IV. 

De immutatione Coordinatartim , 

85 . uem ad modum xquationes pro Lineis curvis in 
eodem plano (itis in innumerabiles formas di ver fas tranf- 
formari polfunt * immutandis cum Ablcillarum initio , tum 
Axis pofitione , tum utroque : ita in prxfcnti negotio multo 
adhuc major varietas locum habet. Primum enim in eodem 
plano , in quo bini Coordinatx funt liti , hi infinitis modis 
variari polfunt. Deinde vero hoc ipfum planum , quod duas 
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Afpf.ni>. continet Coordinatas mutari , ficque prior varietas in infinitum 
~ augeri poterit. Data fcilicet aquatione inter tres Coordinatas 
inter fe normales , perpetuo inveniri poteft alia aquatio inter 
tres quafcunque alias Coordinatas pariter inter fe normales , 
quarum politio refpe&u priorum infinities magis variari poteft , 
quam fi duae tantum eftent Coordinatae , uti ufu venit in aqua- 
tionibus Linearum curvarum. 

87. Ponamus primum folum Abfcifiarum * initium in Axe 
mutari , ita ut bina reliqua Coordinata y & j maneant ea- 
dem ; atque nova AbfcilTa quantitate conflante ab x difcre- 
pabit. Sit igitur nova AblcilTa = t , erit x = t + a qua 
valore in aquatione pro Superficie fubftituto prodibit aquatio 
inter tres Coordinatas t , y & { qua , etfi a priori diverfa , 
tamen pro eadem erit Superficie. Simili modo reliqua Coor- 
dinata y & { quantitatibus conflantibus augeri minuive pote- 
runt : atque , li ponatur xz=t +a ; y-=u-^-b & ^=v+c, 
orietur aquatio inter tres variabiles t , u, & v pro eadem Su- 
perficie t atque adeo ha nova Coordinata prioribus erunt 
parallela. Interim hoc modo aquatio pro Superficie , etfi eft 
magis generalis , tamen non multum variatur. 

Tab. 88. Quoniam tres Coordinata orthogonales , quarum xqua- 
xxxvit. t j 0 naturam Superficiei exprimit , ad tria plana inter fe nor- 
F ‘ l '' ,4 °' malia referuntur , ponamus planum unum in quo bina Coor- 
dinatarum x & y capiuntur , invariatum manere , in eo autem 
Lineam quamcunque aliam CT , prater AP , pro Axe afi- 
ftiini. Cum igitur priores Coordinata pro Axe AP eflent 
AP = x, P=y > QM = %, pro novo Axe C Q manebit 
Coordinata QAl=f eadem , at bina reliqua evadent CT 
= t , TQ = u, duda QPad novum Axem CT normali. 
Ad aquationem igitur inter has novas Coordinatas t , u & ^ 
inveniendam , ducatur CR parallela priori Axi AP , tum ex 
C ad eum perpendicularis ducatur CB , ac vocetur ABz=a, 
BC =zb ; & angulus RCT = £. Denique ducatur TR nor- 
malis ad CR & ex T in QP produ&am perpendiculum TS. 
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89. His fadis ; ia Triangulo TCR eri r TR = t. fin. £ , 
CR = t. cof £ : in Triangulo autem Q 1 'S , cujus angulus ad 
Q pariter erit =c £ , fiet TS = u.fm.C a , & QS = 1/. cof£. 
Ex his jam obtinebitur AP=zx = L 11 + TS — AB = 
t. cof £ + u.fin.^ — a ; & QP = QS — TR — BC = 
y = u. cof. £ — t.fn. ^ — b. Quod fi ergo ifti valorcs loco 
x & y in aquatione pro Superficie propoflta fubftituantur , 
refultabit aquatio inter ternas novas Coordinatas t , u & j , 
qua ejufdcm Superficiei natura exprimetur. Hac igitur nova 
aquatio multo latius patentem fpeciem pra fe feret , cum. in 
tam ingrediantur tres nova conflantes arbitraria a , b & an- 
gulus £ , qua in priori aquatione non inerant. Hacque erit 
aquatio generalis : quando quidem idem planum , in quo bina 
Coordinata x & y verfantur , retineatur. 

90. Varietur nunc quoque planum , in quo bina priores 
Coordinata x & y erant adunata : ac primo quidem ira ut 
interfedio novi plani cum priori APQ incidat in ipfam redam 
A P , qua etiam pro novis Coordinatis tanquam Axis fpede- 
tur. Sit igitur APT hoc novum planum , cujus ad prius 
APQ inclinatio erit angulus QPT , qui ponatur ». Ex M 
in PT ducatur normalis MT , qua fimul in novum planum 
erit perpendicularis & vicem tertia Coordinata tenebit. Po- 
nantur ergo tres nova Coordinata A P = x , PT = u , & 
TMz=v : & , duda TR ad PQ , & TS ad QM normali - , 
erit TR=.u.fin. » , P R = u. cof w ; TS=v.Jin.v & A 1 S= 
v. cof 7 i. Hinc erit P Q=y=u. cof. » — v.Jin. » & QM= 
f =v. coj. » + u.fn. n , qui valores , in aquatione propofira 
pro { fubftituri , dabunt aquationem inter tres novas 
Coordinatas x , u & v , qua ejufdem Superficiei natura ex- 
primetur. 

91. Cadat nunc interfedio novi plani fecantis cum plano 
APQ in Lineam quamcunque CT, fuque » inclinatio ido- 
rum planorum ; ac fumatur reda hac CT pro Axe in hoc 
plano. Quaratur primum aquatio inter Coordinatas in plano 
A P Q ad Axem C T relatas , qui ex pracedeniibus ita re- 
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perietur, ut, pofitis AB=a, BC=b , angulo TCR~^ t 
ik Coordinatis CT=p , 7Q=q, & QM=r, ut lit 
x-=p.coJ'{ + q.fin.{—a ; y — q. cof(— p.fin.^—b , & 
j — r. Nunc vero ex (jj. pr.rccdente , pofitis novis Coordi- 
natis t , u , & v , fiet p=t ; q = u. coj. v — v.fin . » , & r== 
v. coj'. -.i + u.fin. ». His fu bf lirutis , Coordinatx principales x , 
y , { ex novis ita determinabuntur ut fit 

.v = I. cof.£-\- u.Jin. £ cof. » — v.Jtn. ffin. » — a • 

& 

y = — t.fns. coj. £ cof. v — v. cof. fin.v — b 

atque 

^ = u.fin. >t + v. cof. ». 

91 . Sumatur jam in plano ifto novo , in quo Coordinatx 
t & « funt fitx , alia Linea quxeunque pro Axe ; ficque orietur 
aquatio generaliflima pro Superficie propofita. Sint in hunc 
finem AP , P Q , (JA1 Coordinatz r , u , & v , quas modo 
invenimus ; ita ut A P reprarfentet interfeflionem memorati 
plani cum plano in quo principales Coordinatx x & y pofitat 
concipiuntur. Sitque recta C T novus Axis ad quem nova: 
generaliflimx Coordinat® , quas quxrimus , referantur , qua? 
vocentur, CT=p, 7’Q = y , & QM=r. Pneterea , funt 
AB & BC Lines conflantes, angulus autem CTll ponatur 
= 0. Ilis pofitis erit ex $j. 89 . 

t = . p. cof. 0 + q.fin. 0 — A B 

& 

u = — p.fin. 0 + q. coj. 0 — B C 
atque 

v = r. 

Qui valores fi fubllituantur in exprefiiombus §. prxcedentis 
reperietur 
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x= p(cof£.cof.d — Jin. £.cof.».Jin. 6 )-{- q(cof.£.Jin. 6+ Cap.IV. 

fin y. coftr. cof. 6 ) — r.fin. ^fin. n +/ 

& 

y = — p(fin.^. cof. 0 + cof £ cof n.fin. 0 ) — q.(fin. {.fn.b — 
cof CjCoJ. n.cof. fi ) — r. cof. £. fin . n + q 
atque 

{ = — P-fui- n.fin. fi -f- q-fin. n.cof. 0 + r. cof n -\-h, 

ubi f,gSch funt Lineae conflantes ex compofitione earum , 
qua in calculum funt introdu&x , orta. 

93. Patet ergo aquationem generaliflimam pro quavis Su- 
perficie fex conflantes arbitrarias comple<fli , qua utcunque de- 
terminentur , aquatio perpetuo ejufdem Superficiei naturam 
exprimet. Quantumvis autem fimplex & fuccin&a fuerit aqua- 
tio pro Superficie inter Coordinatas j, fi ex ea confle- 

tur aquatio generaliflima inter p , q , & r , ea ob ingentem 
conflantium arbitrariarum numerum neceffario fiet maxime in- 
tricata : prafertim, fi altiores dimenfiones ipfarum x, y , Sc { 
affuerint. Vix igitur dari poterit cafus , in quo conveniret 
ad aquationem generaliflimam affiirgere. Quanquam enim ea 
utilitas inde percipi poffet , ut idoneo modo conflantibus illis 
definiendis aquatio fimpliciflima redderetur ; tamen , ob calculi 
prolixitatem, hic labor plerumque fieret moleftiflimus. In terim 
tamen in fequentibus ifta methodus aquationes generaliflimas 
formandi ufu non carebit , quoniam inde egregia proprietates 
elicientur ac demonflrabuntur. 

94.. Quanquam autem aquatio generaliflima plerumque fit 
maxime complicata; tamen, fi ad dimenfiones, quas Coor- 
dinata juncflim fumta conflituunt , fpeftemus , earum numerus 
perpetuo aqualis efl numero dimenfionum , quas prima Coor- 
dinata x , y & ^ confecerunt. Sic , cum aquatio pro Sphara 
xx -f- yy + = aa fit duarum dimenfionum , aquatio quoque 

generaliflima non plures quoque quam duas continebit dimen- 
fiones Coordinatarum p , q , & r. Hinc numerus dimenfio- 
num , quas Coordinata in aquatione cujufpiam Superficiei 
Euleti Introduci, in u 4 nal. infin. Tom. II. A a a 


3/o DE IMMUTATIONE 

Aitend. confiituunt , nobis fuppeditat cflentialem chara&erem natura 
iftius Superficiei ; propterea quod , utcunque pofitio Coordina- 
tarum varietur , perpetuo tamen idem dimenfionum numerus 
emergit. Similis fcilicet hic ratio circa Superficies obfervatur » 
quam fupra in Lineis curvis deprehendimus ; unde eas in cer- 
tos ordines divifimus. Eodem ergo modo conveniet Super- 
ficies fecundum dimenfiones Coordinatarum iu ordines difpo- 
nere : eritque nobis Superficies ordinis primi , cujus aequatio 
unicam tantum dimenfion.em compleiflitur : ad ordinem fecun- 
dum Superficiem referemus , in cujus xquatione Cbordinatas 
ad duas dimenfiones afiiirgunt ; atque ita porro ex dimenfio- 
num numero fequentes ordines confiituentur. 

95. Si jam cum his conferantur ‘ea , qui fupra de inven- 
tione febfionum planarum cujufque Superficiei tradita funt , or- 
dinem feclionum perpetuo cum ordine ad quem Superficies 
pertinet , congruere deprehendemus. Sit enim aequatio pro 
Superficie quacunque propofita inter Coordinatas x , y , & ^ 
ad ordinem n pertinens, feblionis autem ejus cujufvis Coordi- 
natae normales fint t & u. Atque fupra, $. 85 , vidimus 
aquationem inter t & u inveniri , fi in aquatione pro Super- 
ficie fequentes valores fubftituantur 

x = f+t. cof 0 — u. fin. 0. cof 
& 

y = t.fin. 0 + w. cof. 0. cof cp 
atque 

\ = u.fin. <p. 

Manifeflum igitur e fi aquationem pro febfione plures dimen. 
fiones afiequi non poffe , quam habebat a?quatio inter x, y „ 
& f ; fed perpetuo totidem prodituras efie dimenfiones. 

«|6. Superficies ergo primi ordinis alias fecliones a pla- 
no lacias habere nequit praeter Lineas primi orditfis, feu re&as.. 
Deinde , ex feflione Superficiei fecundi ordinis ali® Lineae 
non oriuntur nifi fecundi ordinis , feu Sefliones conicae ; eft 
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■enim Superficies conica quoque fecundi ordinis , cum ejus Cap. 
aquatio fit 

l 1 = *** + &yy. 

\ 

Simili modo , ex Superficie tertii ordinis per fediones planas 
prodibunt Line® tertii ordinis , atque ita porro. Fieri tamen 
quandoque poteft , -ut aquatio pro fedione quapiam divifores 
admittat ; quo cafu fedio erit compofita ex duabus pluribufve 
Lineis inferiorum ordinum. Sic , fedio Coni per Verticem 
fada conflabit ex duabus Lineis redis , qu® tamen conjunc- 
tim Lineam fecundi ordinis mentiuntur , uti fupra annotavimus. 

97. Conftitutis igitur Superficierum ordinibus , inveftigemus 
pr® reliquis eas Superficies , qu® ad ordinem primum perti- 
nent. iEquatio ergo earum naturam exprimens erit a. x - f- 
/3 y + y ? = a , cujus cum omnes fediones plano fad® fint 
Line® red® , perfpicuum efl has Superficies non planas etfe 
non pofle : fi enim haberent convexitatem vel concavitatem , 
neceflario daretur fedio curvilinea. Quanquam enim in reli- 
quis ordinibus dantur ejufmodi Superficies , quarum cert® qu®- 
dam fediones fant Line® red® , ( uti in Cylindro , Cono , 
aliifque , ufu venire vidimus , ) tamen in iis fediones curviline® 
non excluduntur. Similis fcilicet hic occurrit ratio , qualem in 
Lineis obfervavimus : quemadmodum enim Linea , qu® a Linea 
reda in pluribus uno pundis nullo modo fecari porefi , efl ne- 
ceflario reda ; ita Superficies qu® a plano feda femper dat 
Lineam redam , neceflario ipfa plana efle colligitur. 

98. Ex zquatione autem generaliflima ifla indoles clariflime 
potefl demonflrari Formetur enim ex ®quatione a. x -f- /3 y -+■ 
y^=a ®quatio generaliflima inter Coordinatas p, q, & r, 
fecundum §. 91. Et , quoniam fex nov® conflantes arbitrari* 
inducuntur, nil obftat, quo minus e® ita determinentur, ut 
binarum Coordinatarum p, & q cocfiicicntes evanefeant, atque 
hujuflnodi ®quatio r =/ remaneat , ejufdcm Superficiei na- 
turam exprimens. H®c autem ®quatio r=f oflendet Superfi- 
ciem propofitam efle plano , in quo bin® Coordinat® p & q 

A a a 1 
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exiftunt , parallelam ; ideoque ipfam planam : Effici quoque 
poteft , ut fiat r=o ; ficque evidens erit, ipfum planum, 
in quo p & q aflumuntur , effie Superficiem quatfitam. 

99. Cum igitur conflet Superficiem aequatione a. x + / 3 y -f- 
y f = a expreflam elTe planam, opus eft ut ejus politionem 
relpedu plani , in quo Coordinatat a» & y aflumuntur , defi- 
niamus. Sit igitur M pundum quodcunque hujus Superficiei ; 
atque tres Coordinatae A P = x , P Q=y , Sc Q AI = f. 
Ponatur primum f = o , atque orietur aquatio «. ac- + $y= a , 
qus exprimet interfedionem Superficiei quslitae cum plano 
A P Q, quam patet elTe Lineam redam BC'R, cujus politio 
relpedu Axis A P talis erit, ut fit reda AB ad Axem A P 

in plano A P Q normalis = , & A C = ~ : unde an- 


guli AC B tangens erit = 
& cofinus = 


j ■ ideoque finus = ) * 

y y Tum , producatur Q P ufque 

ad occurfum recte B C in R : atque , ob C P = x — 
C R __ * V + g ‘ ) a V( p r __ 


— , erit 


c e * 

ioo. Demittatur ex Q ad B C normalis Q S : jundaque 
M S , patebit angulum M S Q metiri inclinationem Superficiei 
propofitsead planum APQ. Cum igitur fit PR = erit 

QR = — &, ob angulum R QS = 

AC B , erit Q S = y : unde fit anguli QS M tan- 
gens = ; & propterea cofinus = 

Superficies ergo quatfita ad planum , in quo verfantur x & y , 
inclinatur angulo , cujus tangens eft = C ■ : 
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pari vero modo eadem Superficies ad planum Coordinatarum — 

x & j inclinabitur angulo cujus tangens eft = ^ , 

atque ad planum Coordinatarum y & r angulo cujus tangens 
eft = ~ VU ' + r \ 


CAPUT V. 

De Superficiebus fecundi Ordinis. 

10 1. Constitutis ergo Superficierum ordinibus fecun- 
dum numerum dimenlionum , quas fumma trium Coordi- 
natarum x , y , { poteltates in aquatione jun&im lumta adim- 
plent ; fi proponatur pro Superficie aquatio algebraica , Ilatim 
aflignari poteft ordo , ad quem illa Superficies referri debet. 
Cum igitur omnis Superficies primi ordinis oflenfa fit efie 
plana , in hoc Capite Superficies fecundi ordinis examini 
fubjiciam. In iis autem major ftatim deprehenditur diverfiras , 
quam in Lineis fecundi gradus , quod quidem cuique atten- 
denti facile patebit. Operam igitur dabo ut hac diverfa ge- 
nera diftintfte exponam. In ordinibus vero altioribus tantopere 
multitudo generum increfcit , ut ab iis evolvendis prorfus 
abftinere debeamus. 

ioi. Quoniam natura Superficierum fecundi ordinis expri- 
mitur aquatione , in qua variabiles x , y & j ad duas dimen- 
fiones atTiirgunr , Cylindrus & Conus , tam re&us quam fca- 
lenus , & Globus , quorum proprietates jam decripfimus , in 
hoc fecundo ordine continentur. Omnes vero Superficies ad 
hunc ordinem pertinentes comprehenduntur in hac aquatione 
generali 

Hi + $yy + « ■ *y + £ xx + »{ + + <*+*= °. 

Et cunque enim tres Coordinata accipiantur , aquatio fempex 
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ArrES1> - in hac forma continebitur. Varia ergo Superficierum huc 
pertinentium genera a diverfa coefficientium relatione mutua 
pendebunt , qui , ctfi eadem Superficies infinitis aquationibus 
exprimatur , tamen infinitam variarum Superficierum multitu- 
dinem fuppcditabunt. 

103. Quemadmodum in Lineis curvis planis praecipuam di- 
vifionem inde defumfimus , quod vel in infinitum extendantur , 
vel in fpatio finito includantur ; ita fimili modo omnes Super- 
ficies ad quemcunque ordinem pertinentes in duas clades divi- 
dentur ; ad quarum alteram reteremus eas , quae in infinitum 
abeunt , ad alteram vero , qua: in fpatio finito continentur. 
Ira Cylindrus & Conus priori cladi ; Globus vero pofteriori 
annumerabitur. Poflerioris quidem cladis nulla dabitur Su- 
perficies in ordinibus imparibus : cum enim quaelibet Superfi- 
cies imparis ordinis habeat fc&iones planas ejufdem ordinis , 
curvae autem imparium ordinum omnes in infinitum extendan- 
tur , necede eft , ut etiam ipfae Superficies ittorum ordinum in 
infinitum porrigantur. 

104. Quoties autem quaepiam Superficies in infinitum ex- 
tenditur , necede eft ut , ad minimum , una trium variabilium 
x , y & 3 , in infinitum abeat. Quare , cum perinde fit qua:- 
nam hoc cafu infinita fieri adumatur , ponamus 4 fieri infini- 
tam , fi quidem Superficies in infinitum porrigatur. Naturam 
ergo hujus parris in infinitum abeuntis inveftigaturi ponamus ede 
^ = co : atque nunc poridimum fpedlari debet terminus pri- 
mus a. 3 3 , utrum is adfit an vero deficiat. Adfit ergo pri- 
mum ifte terminus in axjuatione : atque prse eo termini » 4 & 

• k evanefcenr , habebiturque pro parte in infinitum excurrente 
hstc arquatio 

+ £ y{ + y*{ + Syy + <jf y + £,** + fy + = o , 

ex qua porro omnes termini , qui non funt infiniti , vel infi- 
nities minores faltem quam evanefcunt. 

xoy. Statuamus omnes terminos, in quibus variabiles duaa 
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lenent dimenfiones adefle ; quacunque enim fuerit Superficies, Cap. V. 
in ejus aquatione generaliflima femper omnes inerunt termini ' 
fummarum dimcnfionum , neque idcirco hypothefis, qua om- 
nes terminos duarum dimenfionum adefle ponimus , univerfa- 
Jitati folutionis ullam vim infert. Quando aurem termini y j 
& x % adfunt , prx iis termini 6y & 1 x evanefcunt ; rclinque- 
turquc hac aquatio 

«■U + Zyi + y x \+$yy+ ixy + {xx—o, 
ex qua elicitur 


Cv 4 .tf)yy-\-(lCy 4»')ry -f~ (w 


Hac igitur aquatione natura portionis in infinitum extenfa 
exprimitur. 

106. Si quam igitur Superficies habeat portionem in infi- 
nitum extenfam , ea congruet cum portione infinita Superficiei, 
qua exprimitur hac aquatione 

ita ut hac Superficies fit quafi Afymtota illius Superficiei 
aquatione generali exprefla. Quia vero in hac aquatione tres 
variabiles ubique duas habent dimenfiones , erit ea pro Su- 
perficie conica , Verticem in initio Coordinararum , ubi om- 
nes fimul evanefcunt , habente : femper ergo exhiberi poteft 
Superficies conica, qua erit Afymtota Superficiei propofita , 
fi quidem in infinitum extenditur ; feu cujus portio infinita cum 
Superficie propofita vel penitus congruit , vel intervallo tan- 
tum finito ab eo efl remota. Uti ergo ramos Curvarum in 
infinitum abeuntes per Lineas reflas Afymtotas diffinximus , 
ita Superficierum partes in infinitum extenfas per Superficies 
conicas Afymtotas diflinguere licebit. 

1 07.. Quoties ergo Superficies Afymtota conica erit realis, 
toties Superficies ipfa in infinitum extenditur ; atque ita qui- 
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Appfnd. dem ut utriufque partes infinits congruant ; ficque ex natura 
Superficiei Afiymtor® natura ipfius Superficies propofir® colligi 
poterit. Quod fi autem Superficies Afymtora fiat imaginaria, 
ipfa Superficies nullam habebit partem in infinitum exrenfam, 
fed tota fpatio finito includetur. Ad Superficies ergo fecundi 
ordinis , qu® in fpatio finito contineantur , indagandas , tan- 
tum opus eft , ut videamus quibus in cafibus aequatio pro Su- 
perficie Afymtora fiat imaginaria ; quod fit , fi tota Superfi- 
cies h®c in pundum unicum evanefeit. Namque fi ullam ex- 
tenfionem haberet, vel pundum extra Verticem fitum , necef- 
fario in infinitum expandi deberet , propterea quod fupra 
oftendimus , totam redam qu® per verticem & unum Superficiei 
pundum ducitur, in ipfa Superficie efie pofitum. 

108. Quando ergo Superficies conica Afymtota , hac 
®quatione exprefia 

a-ll + 6y{ + y*{ + $yy + txy + £xx— o , 

in unicum pundum abit, omnes ejus fediones per Verticem 
fad® pariter in idem pundum evanefeere debent. Primum 
ergo , fado f = o , ®quatio $yy + txy + ^xx — o, debet 
elfe impoflibilis, nifi fit x = o & y = o , quod evenit fi fiierit 
4 £ ^ major quam < t. Deinde idem evenire debet pofito vel 
x= o vel y = o : erit ergo 40. £ major quam CC, 
major quam y y. Nifi ergo in ®quatione pro Superficie 
fecundi ordinis 

+ y*{ + fyy + t*y + £*x + + 6y + ix + x=o, 

fuerit 4 major quam €t; 4«^ major quam 4«^ ma- 
jor quam yy , Superficies certo habebit partes in infinitum 
extenfas. 

109. Neque vero h® tres conditiones fufficiunt ad Superfi- 
ciem in fpatium finitum includendam : requiritur infuper ut 
valor ipfius ^ ex iquatione Afymtotica fupra erutus fiat ima- 
ginarius ; quod fit fi ifta exprelfio 

(ee— 
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( ££ — 4ctS' ) yy + z(6y — a*f ) xy + (yy — 4«^) xx F * . * 1 ' V \ 

perpetuo obtineat valorem negativum , fi quidem pro utraque 
variabili x &y valores quicunque prxtero fubftituantur. Quod, 
cum ££ — 4«,§' & yy — 4*^ fint quantitates negativa:, fiet 
fi (6y — x*0' minor quam ( 66 — 4xS)(yy — 4«£); hoc 
cft , fi fuerit cu* + £y' + <£C minor quam €y« + 
ft quidem a. habuerit valorem affirmativum , quoniam illam 
aequationem per «, divifimus. Quod fi vero «, habeat valorem 
affirmativum , ob fuperiores aequationes 4«^ major quam yy ; 

4«.5' major quam ; & 4^^ major quam tt ; coefficientes 
£ & £ erunt affirmativi. 

110. Superficies ergo fecundi ordinis in fpatio finito con- 
tinebitur , fi in ejus aequatione quatuor fequentes conditiones 
locum habeant ; nempe fi fit 

4.-4^ major quam yy ; 4«! major quam €£ ; 4^ major quam it 

& 

«ce* + $y’ + minor quam £yf + 4a.$‘<£. 

Hincque genus primum Superficierum fecundi ordinis defini- 
mus , ad quod eae fpecies omnes pertinent , qua: non in infi- 
nitum excurrunt , fed in fpatio finito includuntur. Ad hoc 
ergo genus pertinet Globus , cujus aequatio eft 

\l+ yy + xx — aa , 

cum enim hic fit «,= 1 , £ = 1 , £= 1 * £=o , y = o ; 
t = o, quatuor inventis conditionibus omnibus fatislit. Gene- 
ralius vero hic pertinebit aequatio ifta - v 

+ Syy + £ xx = a a 

quae fi , £, fuerint quantitates affirmativa: , femper cft pro 
Superficie claula , nifi unus duove coefficieutes cvanefcant. 

111. Perfpedfis his quatuor conditionibus, quibus Superficie* 

Euleri Introduci. Anal. infin. Tom. II. C b b 
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ia fpatium finitum redigitur ; fi proponatur aequatio fecundi 
ordinis quxeunque determinata , llatim dijudicari poterit utrum 
Superficies ea aquatione exprella habeat partes in infinitum 
extenfas , an nullas. Quod fi enim unica illarum quatuor con- 
ditionum defit , Superficies certo in infinitum extenditur. Hoc 
autem cafu nonnulla: fubdivifiones funt faciendae , quibus lin- 
gularis varietas partibus in infinitum extenfis inducitur. Prima 
iubdivifio ergo conftituatur , fi fuerit 

at’ + $y' + major quam 

quo cafu Superficies in infinitum extendetur , atque Superfi- 
ciem conicam pro Afymtota habebit , uti jam ante ollendi- 
mus. Hicque cafus e Diametro eft oppofitus praecedenti , quo 
tota Superficies in fpatio finito continetur. 

111. Praeterea autem dantur cafus quidam intermedii , qui- 
bus , etfi Superficies in infinitum abit , fimili tamen modo in- 
ter duos praecedentes locum tenet quo Parabola inter Ellipfin 
& Hyperbolam continetur. Cafus ille oritur fi fuerit 

sct’ -f- Sy' -}-<££’ = £ y { 

eritque propterea 

*? == — £y — yx + y V (6£ — 4 * 5 -) + xV(yy — 4 *0- 

Habebit ergo aequatio Afymtotica 

*{f + *°yi + y*i + Syy+txy + 0* ==0 * 

duos Fa&ores fimplices , qui erunt vel reales , vel imaginarii , 
vel inter fe squales. Triplex illa diverfitas ergo tria genera 
Superficiorum in infinitum extenfarum praebet , ficque omnino 
quinque genera Superficierum fecundi ordinis fumus adepti , 
quae nunc diligentius profequemur. 

1 1 3. Quia, mutando politionem ternorum Axium , quibus 
Coordinatae funt parallela: , aquatio generalis ad formam lim- 
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pliclorem reduci poteft , ifla redutftione ita utamur , ut aequa- 
tionem generalem pro Superficiebus fecundi ordinis ad formam 
fimplicilfimam redigamus , quas tamen omnes fpecies axjue 
ac generalis in fe completftatur. Cum igitur aequatio generalis 
pro Superficiebus fecundi ordinis fit 

+ €77 + y*{ + fyy + { + 6y + < * 4 - *= ° ; 

quiramus squationem inter alias ternas Coordinatas p , q & r , 
qui quidem fe mutuo in eodem punfto , quo ternae priores 
decuflent. Ad hoc ex $j. 91. ftatuatur 

x=z p(cof.k.cofm — fin.k.fin.m,cof.ri)-\- q{cofk.fm.m -f» 

fin, k. cof. m. cof. n ) — r.Jin. k.Jin. n 

& 

y = — pifin.k. cof m -f- cof. k.Jin. m.cof-n) — q(fin.k.fm.m—+ 
cof k. cof. m. cof. n ) — r. cof. k.fin. n 
# atque 

{ = — p.fin. m.fn. n + q. cof m.fn. n + r. cof. n , 
unde refultct ifla aequatio 

App + Bqq+Crr+Dpq -f- Epr-}-F£r+Gp-[-H(/+Ir-{-K;=o. 

11 4. Jam anguli illi arbitrarii k, m, & n ita definiri pote- 
runt , ut tres coefficientes D , E , & F evanefeant. Quan- 
quam enim calculus nimis fit prolixus , quam ut angulorum 
illorum determinatio a£tu oftendi poflit ; tamen fi quis forte 
dubitet , an femper ifla eliminatio ad valores reales angulorum 
illorum perducat , is certe concedere debebit , duos faltem 
coefficientes D & E nihilo squales reddi polle. Koc autem 
fi fuerit effedhim , pofitio tertii Axis , cui Ordinati r funt pa- 
ralleli in plano ad Ordinatas p normali , facile ita mutari 
poteft , ut etiam coefficiens F evanefeat. Statuatur enim q = 
t,fm. i + u. cof. i & r= t. cof i — u.Jln. i , ita ut , loco termini 
qr , norus terminus tu ingrediatur, cujus coelliciens ope an- 
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guli i nihilo squalis fieri poterit. Hoc igitur modo aequatio 
generalis pro Superficiebus fecundi ordinis ad hanc formam 
perducetur 

App-\-Bqq-\-Crr-\-Gp-\-Ylq-\-\r-\-K. = o. 

n$. Nunc prxterea Coordinatae p , q, r datis quantitatibus, 
ita augeri diminuive poterunt , ut coeflicientes G , H & / 
evanefcant ; quod fiet mutato tantum pundto illo , unde om- 
nes Coordinatae initium habent. Atque hoc modo omnes Super- 
ficies fecundi ordinis in hac squatione continebuntur 

App + B qq + Crr + K=o ,, 

cx qua intclligitur unumquodque trium planorum principalium; 
per initium Coordinatarum dudorum Superficiem in duas par- 
tes fimiles & squales bifecare. Omnis ergo Superficies fecundi 
ordinis non Colum unum habet planum diametraie , fed adeo 
tria , quae fe mutuo in eodem pundlo normaliter interfecent ;; 
quod pundlum propterea Centrum Superficiei conftituet , etiamfl 
in nonnullis cafibus hoc Centrum m infinitum didet. Simili 
fcilicet modo , quo omnes Sediones conicae Centro dicuntur 
praedirae etiamfi in Parabola Centrum a Vertice infinite re- 
moveatur. 

ii 6. Perdudla ergo squatione , qua omnes Superficies fe- 
cundi ordinis continentur , ad formam fimplicifiimam , primum' 
harum Superficierum genus exhibebit ifta aequatio 

Apq + Bqq + Crr = a a , 

fi quidem omnes tres coeflicientes A , B , & C valores obti- 
neant affirmativos. Superficies igitur ad hoc primum genus per- 
tinentes non folum totae in finito fpatio includentur , fed om- 
nes quoque Centrum habebunt , in quo tria plana diametraiia 
fe mutuo ad angulos rcdlos decuflant. Sit C Centrum hujus, 
figurae, &; CA , CD > CD Axes illi principales inter fe nor- 
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males , quibus Coordinata; p, q, r funt parallela; erunt tria Cap. V. 
plana diametralia AB ab-, A Da; &cBDb, quibus hoc Cor- 
pus in binas portiones fimiles squales fecabitur. 

x 1 7. Ponatur r = o ; & aequatio A p p + B q q = a a ex- - 
primet naturam febionis principalis A B a b ; quae idcirco erit 
Ellipfis Centrum habens in C , cujus femiaxes erunt C A = 

C a = i & C B = C b = . Si ponatur q = o , x- 

quatio App+ Crr=aa , erit pro febione principali A D a, 
quae pariter erit Ellipfis Centrum habens in C, cujus femiaxes 

erunt C A = C a = , & C £>= Pofito autem p =0, 

prodibit pro tertia febione principali B D b aequatio B q q -f- 
Cr.r=aa, qus etiam erit Elliplis Centrum habens in C’ & 

femiaxes C B = C b = , & C D = . Cognitis autem 

his tribus febionibus principalibus , feu tantum earum femia- 
xibus C A = -4-r', C B = & C D = -y-p , natura hu- 

jus Corporis determinatur & cognofcitur. Hinc primum iftud 
Superficierum fecundi ordinis genus Elliptoides appellari con- 
veniet , quia tres ejus febiones principales funt Eliipfes. 

11 8. Sub hoc genere continentur tres fpecies pra: primis 
notatu digna;. Prima eft , fi omnes tres Axes principales C A , 

C B , & C D inter fe fuerint aequales , quo cafu tres febiones 
principales abibunt in Circulos , ipfumque Corpus in Globum x 
cujus aequatio , uti fupra vidimus , erit 

pp + <1 q + r r = a a. 

Secunda fpecies eos complebitur cafus , quibus duo tantum 
Axes principales funt inter fe squales. Sit nimirum C D = 

C’ B , feu C — B , atque febio B D b fiet Circulus , ex tequn- 
tione aurem App-\-B{qq-\-rr) = a a intelligitur omnes 
febiones huic parallelas pariter fore Circulos ; unde hoc Cor- 
pus erit Sphiroides five oblongum , fi AC major fit quam; 
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ArprKD. B C ; five compreflum fi A C fit minor quam B C. Tertia 
* denique fpedes ea complebitur Corpora , in quibus coefficien- 
tes A, B , C fiunt imquales , qui ideo nomen generale El- 
lipcoides retinebunt. 

ii 9. Sequentia genera Superficierum fecundi ordinis hac 
contiutbuntnr aquatione 

App -\-ftqq + C r r — a a , 

Ac primo quidem fi nullus coefficientium A , B , C prorfus 
defit ; eorum autem , vel unus vel duo , valores habeant ne- 
gativos. Sit unus tantum negativus , atque confideremus hanc 
aquationem • 


App + B q q — C rr = a a , 


Tab. 

XXXVIII. 
Fig. 1«. 


in qua jam A , B , C numeros affirmativos denorare poni- 
mus. Quod ad Centrum hujus Corporis & plana diametra- 
lia attinet , omnia eodem modo fiunt comparata , ut ante. Pa- 
tet igitur hujus Corporis febionem principalem primam ABab 


efle Ellipfin , cujus femiaxis A C = , alterque B C = 

—g . Bini reliqui fiebiones principales A q , B S erunt Hy- 


perboli Centrum in C & femiaxem conjugatum = ha- 
bentes. 


12,0. Reprifcntabit ergo hic Superficies fpeciem infundi- 
buli , furfium £: deorfium fecundum Hyperbolas divergens. 
Unde ifla Superficies Afiymtoton habebit Conum squatione 
A p p .+ B q q — C rr = o expreflum , Verticem in Centro 
C habdntem, & cujus latera fiunt Afiymtota Hyperbolarum. 
Stabit autem ifle Conus Afymtotos intra Superficiem, eritque 
Conus rebus fi fuerit A = B ; fcalenus vero fi A non ipfi 
B iquabitur. Axis autem Coni erit reba C D normalis ad 
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planum A B a. Ceterum omnes fe£liones Axi C D normales Cap. V. 
erunt Ellipfes fimiles Eliipfi AB ab, ('ciliones vero plano 
ABab normales omnes erunt Hyperboli : unde illas Superfi- 
cies elliptico-hyperbolicasrv ocari conveniet, Afymcoto fuo conico • 
circumfcriptas. Hujus igitur Superficies nobis conflituent ge- 
nus fecundum. 

iii. Species in l:oc genere iterum tres notari poterunt: 
quorum prima erit , (i a = o , quo cafu Ellipfis ABab in 
punitum evanefeit , & Hyperboli in lineas reitas abibunt : 

Superficies vero ipfa cum Afymtora fua penitus confundetur , 
ex quo hic prima fpecics compiciletur cmnes Conos, fivc 
rectos five fcalencs ; unde nova fubclivifio fieri pollet. Al- 
tera fpecies erit fi fiat A = B ; quo cafu Eliipiis ABab 
in Circulum mutatur , & ipfa Superficies fiet rotunda fcu tor- 
nata. Orietur fcilicet hac Superficies, fi Hyperbola qvncun- 
que circa Axem conjugatum convertatur. 'lertia fpecies ab 
ipfo genere non diferepabit. 

na. Tertium genus definiamus , fi duo coefHcientes ter- 
minorum pp A qq , & rr fiant negativi , cujus ergo iquatio fit 

A p p — B q q — C r r = a a. » 

« 

Pofito ergo r=o, erit prima fe&io principalis Hyperbola T a B. 

E A FeaJ Centrum habens in C , cujus femiaxis tranfverfus x x xix - 

erit = , & femiaxis conjugatus = Altera fedio S ^ 

principalis , pofito q = o , pariter erit Hyperbola A Q , a q, 
eodem femiaxe tranfverfo pndita , fed fcujus Axis femiconju- 

gatus erit = : tertia fe&io principalis fit imaginaria. Tota 

denique haec Superficies intra Superficiem conicam Afymtotain 
erit lita : unde hoc genus vocari poteft hyperbolico-hyperbolicum 
Cono Afymtoto inferiptum. Si fiat B = C , Superficies erit 
rotunda , orta ex converfione Hyperboli circa fuum Axem 
raufverfum , quo cafu fpecies peculiaris conditui poffet. Sia 
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• autem ponatur <1=0, oritur Superficies conica, quam jam J 
tanquam fpeciem generis procedentis , fumus contemplati. 

123. Ad fcquentia getiera cognofcenda ponamus unum coef- 
ficientium A , B , C evanefeere. Sit igitur C = o , atque 
aequatio generalis §. 114. inventa erit 

A pp + B qq -j-G/J -f-Hj -f- I r “J- K = 0 , 

in qua , augendo feu diminuendo Ordinatas p & q , termini 
G p & H q , non vero 1 r tolli poterit. Relinquetur ergo 
terminus 1 r in aequatione : ejus vero ope tolli poterit termi- 
nus ultimus K, uude ejufmodi aequationem habebimus 

App + Bq q = a r, 

cujus duo cafus funt perpendendi. Prior fi uterque coefficiens 
A & B fuerit affirmativus : pofterior fi alter fit negativus. 
Utroque autem cafu Centrum Superficiei in Axe C D erit fitum 
■fed ad diliantiam infinitam remotum. 

1x4. Sint primo ambo coefficientes A & B affirmativi : 
quo cafu conllituatur genus quartum , aequatione hac con- 
tentum 

A pp -j- B q q — ar. 

Prima ergo fedio principalis oriunda fi ponatur r = o , in 
pundtim evanefeet; altera pofito q= o ; & tertia pofito p=o, 
utraque erit Parabola. Nempe M A tn & N A n. Cum igi- 
tur hujus Superficiei omnes fediones ad Axem A D normales 
fint Ellipfes; fediones vero per hunc ipfum Axem fada: Pa- 
raboli , hujus generis Corpora elliptico-parabolica appellabimus. 
Cujus fpecies funt notands duae : altera fi A = B,quo cafu 
oritur Corpus rotundum , conoides parabolicum vocatum: altera 
vero fi a = o , fitque Ap p + B q q = bb , quae dat Cy- 
lindros , tam redos fi A = B , quam fcalenos fi A & B 
fuerint inaequales. 

Quintum 
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115. Quintum genus continebitur hac aquatione 

A pp — B qq = ar, . 

cujus fedio principalis prima , fado r= o , erunt duas lineas 
redae E e , Ff, fe mutuo in pundo A decuffantes. Omnes vero 
fediones huic parallelae erunt Hyperbolae fua centra in Axe 
AD habentes, & intra Afymtotas rectas E e Si F/conltitutas. 
Duo igitur plana , quas plano ABC in Lineis E e Si Ff nor- 
maliter infiitunr , in infinitum cum Superficie propofita con- 
gruent , ideoque hasc Superficies pro Afymtoto habebit duo 
plana fe mutuo decuflantia , fediones reliquas principales in 
planis A C D & ABd fadae erunt Parabolas : unde Superficies 
ad hoc genus pertinentes vocabimus parabolico-hyperbolLcas duo 
plana pro Afymtotis habentes : cujus fpecies , ( fi a = o , ut fit 
A pp — B q q = bb , ) erit Cylindrus hyperbolicus , cujus om- 
nes fediones ad Axem A D normales erunt Hyperbolae inter 
fe aequales : fi infuper fit b = o , oriuntur duo illa ipfa plana 
afymtotica. 

ix6. Sestum denique genus Superficierum fecundi ordinis 
compledetur haec aequatio 

A pp = aq, 

quae prasbet Cylindrum Parabolicum , cujus omnes fediones 
Axi A D normales erunt Parabolae fimiles & aequales , ita ut 
fingularum Vertices in redam A D incidant & Axes inter fe 
fmt paralleli. Ad haec igitur fex genera omues Superficies fe- 
cundi ordinis reduci poterunt, ita ut nulla exhiberi poffit, 
quas non in uno horum generum contineatur. Ceterum , fi 
in genere ultimo fiat a= o, ut fit \pp = bb, haec aequa- 
tio praebebit duo plana inter fe parallela , quae quafi fpeciem 
hujus generis confiituent. Similitudo fcilicet hic , uti in Lineis 
fecundi ordinis obtinet, ubi vidimus duas redas fe decuffantes 
Hyperbols fpeciem , duas autem Lineas parallelas Parabolae 
fpeciem conftituere. 

Euleri Introduci, in Anal. infin. Tom. II. C c c 
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ixy. Quanquam hac fex genera ex aquatione fimpli- 
ciflima , ad quam Superficies fecundi ordinis reducere licet , • 
formavimus ; tamen nunc facile erit', fi aquatio quacunque 
fecundi gradus fit propofita , genus afiignaread quod Superfi- 
cies pertineat. Quod fi enim propofita fuerit hac aquatio 

•k + + hy 4- tx y + £**+»* + 6 .y + <* + * = 0 > 

judicium ex fupremis terminis , in quibus dua variabilium oc- 
currunt dimenfiones , petendum erit ; fpe&ari fcilicet debe- 
bunt hi termini 

*u + : y\ + + *yy -h + £" > 

in quibus fi fuerit 

major quam yy ; fyxS major quam CC ; 4^ major quam u 

& 

ait + $yy + minor quam Qyi -f- 4aS<^ , 

Superficies erit claufa & ad genus primum , quod Elliptoides 
Vocavimus , pertinebir. 

118. Si una plurefve harum conditionum defint ; neque ta- 
men fit out + Syy + £££= €yt + 4«.S^, Superficies vel ad fe- 
cundum vel ad tertium genus pertinebir , eritque corpus hy- 
perbolicum Cono Afymtoto praditum , eique vel circumfcrip- 
tum in genere fecundo , vel infcriptum in genere tertio. At, 
fi fuerit att +£yy -f- £€€=&'/{ + 4a££ , quo cafu expreflio 

a-u + + y*{ + *yy + -f {**> 

refolvi poterit in duos Faflores fimplices , five imaginarios fi- 
ve reales. Cafu priori Superficies pertinebit ad genus quar- 
tum , pofteriori vero ad quintum. Quod fi denique ifta ex- 
prefiio duos habeat Faflores aquales , feu fit quadratum , tum 
orietur genus fextum. Sicque flarim facile dijudicari poterit, 
ad quodnam genus quavis aquatio propofita pertineat ; djffi- 
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cilius tantum erit judicium circa genus fecundum & tertium : qua: C\t. V. 
ambo ideo in unum conflari poflenr. 

119. Simili modo Superficies tertii & fequenrium ordinum 
pertradari atque in genera dividi poterunt. Spedari fci licet tan- 
tum debebunt aequationis generalis termini fupremi , & confe- 
quenter , pro Superficiebus tertii ordinis , ii in quibus Coordi- 
natx tres obtinent dimenfiones , qui crur.t 

*■{' + + yy\ + + tx{{ + {xyi + &c. . 

Primum igitur difpiciendum cft, utrum hi termini conjundim 
fumti, feu xquationis membrum fupremum , refolvi poflit in 
Fadores fimplices an non. Si refolutionem in Fadores ref- 
puat , habebit Superficies Conum tertii ordinis pro Afym- 
toto. Quia autem natura hujus Coni exprimitur fupremo 
membro nihilo aequali pofiro , plures hujufmodi Coni tertii 
ordinis dabuntur , ex quorum diverfitate hinc plura ^uperti- 
cierum genera conftituentur. Quamvis enim Coni fecundi 
ordinis omnes ad unum genus referuntur , quia funt vel redi 
vel fcaleni ; tamen in tertio ordine multo major varietas lo- 
cum invenit. - . 

130. Expofitis ergo his generibus , confiderandi funt cafus, 
quihus fupremum membrum in Fadores fimplices refolvi po- 
teft , five fint reales five imaginarii. Habeat primum unum 
Fadorem fimplicem , qui erit realis : ex eo Superficies habe- 
bit Afymtotam planam. Alter Fador nihilo iquaiis politus 
vel dabit aquationem pollibilem vel non : fi aequatio fuerit 
poffibilis , nifi omnes Coordinatx evanefcant , unica erit 
Alymtota plana : fin autem fit impoflibilis , Superficies duas 
habebit Afymtotas , alteram planam , alteram Conum fecundi 
ordinis. Quod fi habeat tres Fadores fimplices, quia unus 
femper eft realis , fi bini reliqui fint vel imaginarii , vel rea- 
les , duo nova genera oriuntur. Denique fi omnes tres Fac- 
tores fimplices fint reales , prout duo vel omnes fint inter fe 
aequales , adhuc duo genera conditui poterunt. Nulla autem in 
hoc ordine datur Superficies , qux non in infinitum extendatur. 

C c c i 




388 DE INTERSECTIONE DUARUM 

ApPfND. ' 

CAPUT VI. 

De interfectione duarum Superficierum. 


13 x. aoPKA jam cxpofita eft methodus inveftigandi naturam 
fedionis , quae oritur fi Superficies quacunque a plano fecatur. 
Cum enim Linea curva , quam fedio format , tota pofita 
fit in eodem plano, quo fedio eft fada , binas Coordinatas, 
quarum relatione natura hujufmodi Linearum cunarum expri- 
mi folet , in eodem plano alTiimfimus , ut hoc pado cogni- 
tio ad receptam rationem reduceretur. At , fi Superficies fe- 
cans non fuerit plana , quoniam tum fedio non in eodem 
plano jacebit , ejus natura duabus Coordinatis comprehendi ne- 
quit : quapropter alio modo erit utendum , ad hujufmedi Tec- 
tiones aequationibus includendas , quibus cujufque pundi po- 
fitio vera indicetur. 

131. Pundorum autem non in eodem plano litorum loca 
definiri poliunt , fi tria plana inter fe normalia in fubfidium 
adhibeantur , atque pro quovis pundo ternae illa: diftantiae af- 
fignentur , quibus id a quolibet plano diftat. Hinc tres va- 
riabiles requirentur ad naturam Linea: curvae non in eodem 
plano conftitutae exprimendam ; ita ut , fi una pro libitu de- 
finiatur , ex ea binae reliqua: valores determinatos obtiueanr. 
Una igitur aequatio inter tres illas Coordinatas non fufficit ad 
hoc pracftandum ; quippe , quae indolem univerfae Superficiei 
cujufdam indicaret ; quocirca duabus opus erit aquationibus , 
quarum ope , fi uni variabili datus valor tribuatur , fimul bi- 
narum reliquarum valores determinentur. 

133. Natura igitur cujufque Line* cunae, quam in eodem 
plano conftitutam elTe non conftar , commodiflime exprimitur 
duabus aequationibus inter tres variabiles , puta x , y , ^ , qua? 
totidem Coordinatas inter fe normales repraefentabuut. Ope 
duarum ergo hujufmodi aquationum binas variabiles ex tertia 
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determinari poterunt , aequabitur fcilicet tam y quam 3 Func- 
tioni cuipiam ipfius x. Poterit etiam pro arbitrio una va- 
riabilium eliminari ; unde tres aequationes duas tantum varia- 
biles involventes formabuntur , una inter x & y , altera inter 
x & 3 , & tertia inter y & 3. Harum trium vero xquatio- 
num quzvis per binas reliquas fponte determinatur , ita ut , 
fi habeantur aequationes inter x & y , & inter x & 3 , ex his 
tertia jam per eliminationem ipfius x inveniatur. 

134. Sit ergo propofita Linea quaecunque curva non in eo- 
dem plano pofita , cujus unum quoddam pun&um fit M. Su- 
mantur pro arbitrio tres Axes invicem normales AB, AC, 
& A D , quibus tria plana invicem normalia B A C , B A D 
& C A D determinantur. Ex pundto Cuna M in planum 
B AC demittatur perpendiculum M Q, & ex pun&o Q ad 
Axem AD ducatur normalis QP , erunt AP , P Q&c QM 
tres illae Coordinatae , inter quas fi duae dentur aequationes , 
natura Curvi determinatur. Vocentur ergo A P = x , 
P Q=y , & QM = %i & ex duabus aequationibus interx, 
y & 3 propofitis , eliminando 3 formetur zquatio duas tantum 
variabiles x & y continens , quae determinabit pofitionem punc- 
ti Q in plano B AC ; atque fingula pun&a Q ex figulis M 
orta praebebunt Lineam curvam E QF , cujus natura aequatio- 
ne illa inter x&y inventa exprimetur. 

135. Hoc igitur modo ex duabus aequationibus inter tres 
Coordinatas propofitis facile cognofcitur natura Curvae E QF, 
quae formatur demittendis ex fingulis Curvae indagandae punc- 
tis M perpendiculis M Q in planum B A C. Curva autem 
hic E QF vocatur projeclio Curvx GMH in planum BAC. 
Quemadmodum autem projcdfio in plano BAC fa&a inveni- 
tur eliminando variabilem 3 ; ita ejufdem Curvi projedio 
in plano B AD vel in plano C AD obtinebitur , fi vel va- 
riabilis y eliminetur vel x. Una autem projtdio E QF non 
fufficit ad Curvam GMFl cognofcendam , fin autem pro 
fingulis pundlis Q cognita fuerint perpendicula QM={, 
ex projedfione E QF ipfa Cuna GMH facile conftruetur. 


Cap.VI. 
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AppfN1> Ad hoc igitur opus eft, ut praeter aquationem inter x&y, 
qua natura proje&ionis , exprimitur, habeatur aequatio inter j 
& x , vel inter ^ & y , vel etiam inter tres ^ , x , y , ex qua 
longitudo perpendiculi Q 7 W= £ pro quovis pun&o Q in- 
notefcat. 

136. Cum autem squatio inter 3 & x exprimat proje&io- 
nem C«rvae GMH in plano BAD fa&am , aequatio autem 
inter ^ Scy proje&ionem in plano C A D , atque aquatio inter 
tres variabiles { , y & x exhibeat Superficiem , in qua curva 
GMH verfetur : manifeftum eft primum ex duabus proje&io- 
nibus ejufdem Cuna: GMH in duobus planis faitis ipiam 
Curvam GMH cognofci. Tum vero perfpicuum eft , fi de- 
tur Superficies , in qua Linea Curva GMH contineatur , atque 
pmcrea ejus projectio in quodam plano , pariter Curvam il- 
lam fore cognitam. Erigantur enim ex lingulis proje< 5 Honis 
pumilis redlae normales QM , quarum intcrfeclio cum Superfi- 
cie definiet Curvam GMH quaefitam. 

137. His praem illis , qua: ad indolem cujufque Curvae non 
in eodem plano conftitutae cognofcendam pertinent, non di£- 

- ficile erit interfe&ionem duarum quarumvis Supcrficierum de- 
finire. Quemadmodum enim interfedlio duorum planorum eft 
Linea redla , ita interfe&io duarum Superficierum quarumvis 
erit Linea , live redla five curva ; haecque vel in eodem plano 
pofita vel lecus. Utcunque autem fuerit comparata , fingula 
ejus punfla ad utramque Superficiem pertinebunt , ideoque 
in aequatione utriufque Superficiei continebuntur. Qu&d fi 
ergo ambae Superficies exprimantur aequarionibus inter ternas 
Coordinatas , quae ad eadem tria plana principalia inter fe nor- 
malia feu ad eofdem tres Axes inter fe normales AB , AC 
& AD referantur , tum ambae iftae aequationes conjumfts na- 
turam interfedionis expriment, 

138. Propofitis ergo duabus Superficiebus fe mutuo fecan- 
tibus , utriulque natura exprimi debet aequatione inter tres 
Coordinatas , quae ad eofdem Axes principales referantur : 
ficque habebuntur duae aequationes inter tres Coordinatas x , 
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y & f , ex quibus fi una eliminetur , aequatio inter binas C \r. vf. 
' reliquas praebebit proje&ionem interfe&ionis in plano , quod 
his duabus Coordinatis conftituitur , fadlx. Hoc igitur modo 
quoque interfe&io cujufque Superficiei a plano faClx inveftigari 
poterit : cum enim aequatio generalis pro plano fit 1x3 + fiy + 
yx=f, fi in aequatione Superficiei loco ^ fubfiituatur ejus va- 

lor ex illa aequatione oriundus, nempe {=■- > 

prodibit aequatio pro projectione interfeCfionis in plano Coor— 
dinatarum x &y fa&a. Simul vero aequatio • * * 

pro quovis punCto Q projeCtionis praebebit quantitatem per- 
pendiculi Q M ad ipfam interfedionem pertingentis. 

139. Quod fi eveniat ut xquatio pro proje&ione fiat im- 
poflibilis, uti fi inveniretur xx + yy + a a = o ; tum hoc erit 
indicium , ambas Superficies fe mutuo nufquam interfecare. 

Sin autem aequatio projeClionis in unicum pundlum deducat , 
fieu , fi projeCtio in punCtum evanefcat, tum ipfa quoque in- 
terfe&io erit punClum , ideoque ambx Superficies fe mutuo in 
punCto conting«nt^_qui contaftus itaque ex aequatione cognofci 
poterit. Datur autem praeterea conta&us linearis , quando 
dux Superficies fe in infinitis punClis contingunt ; Lineaque 
contaClus vel erit reCla vel curva. ReCla fcilicet erit , fi pla- 
num tangat Cylindrum vel Conum : Conus redhis autem a 
Globo intus tangetur per Peripheriam Circuli. Qui con- 
ta&us ex xquarione cognofcentur , fi pro projeCHone ejufmodi 
prodierit xquatio , qux duas habeat radices xquales , propte— 
rea quod contaflus nil aliud eft , nifi concurfus duarum in- 
terfeClionum. 

140. Ad hxc clarius explicanda ponamus Globum fecari a 
plano quocunque. Sumamus xquationem ad Centrum Globi 
accommodatam ^ -+-yy -\-xx=aa, pro plano autem utcun- 
que pofito hxc habebitur xquatio 

«T+Ay+y* =/» 


Digitized by Google 


Attexo. 


39 1 de inters ectione duarum 

unde, cum fit { = - — » fequens orietur aequatio 
inter x & y pro proje&ionc 

o — ff *‘a iC/y lyfx+(* +e )y' + lCyxy -f- («* + >')«, 

quam patet efle Ellipfin , fi quidem aequatio fuerit realis ; fin 
autem fuerit imaginaria Globus a plano nufquam tangetur : 
at, fi Ellipfisin pundtum evanefcat, planum & Globus fe mu- 
tuo tangent. Qui cafus ut eruatur , quaeratur 

„ Cf — f>x±»V(a‘U*4-f‘) — /‘ + iyfx — (»' +g* +r*)xj) 

y — «‘+c* * 4 

ubi fi f ejufmodi habuerit valorem , ut quantitas radicalis 
nunquam fieri poflit realis , nullus dabitur conta&us , neque 
interfedio. 

141. Ponamus efle f= a V ( «•’’ + 3 * + y’ ) 

eritque 

C f Cy x a x V (a ~l~f 4~ y' ) -f a y a V r 

y — «■+«■ * 

cui aequationi realiter fatisfieri nequit, nifi fit 


* =a V(-*+e , +> )> & y — V («- + c- + y -)’ 

Quare , fi fuerit f a = V ( + 0 ’ + y’ ) , planum , quod 

exprimitur aequatione + £y + -y x === y, Globum tanget ; 
punflumque contadlus habebitur , fi capiatur 


* “ V U* +e '+>V y ~~ y) 


quorum valorum veritas per Geometriam elementarem , ubi 
contadius Sphsrae a plano docetur , comprobari poteft. 

141. Hinc igitur generalis regula deducitur, cujus ope 
cognofci poteft , utrum Superficies quaecunque a plano aliave 

fuperficie 
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Superficie tangatur an non ? Eliminata enim ex ambabus aequa- Caf.VL 
tionibus una variabili , videndum eft an aequatio refultans 
relolvi poflit in Fadores fimplices an minus. Si enim habeat 
duos Fadores fimplices imaginarios , dabitur contactus in , 
puncto , quod, innotefcet ponendo utrumque Factorem = o. 

Sin autem habeat duos Fadores fimplices realeseofque inter 
fe aequales , Superficies fe mutuo fecundum Lineam redam 
tangent. Quod fi vero illa aequatio habeat duos Fadores non 
fimplices aequales ; feu , fi fuerit per quadratum divifibilis , 
tum ejus radix nihilo aequalis pofita exhibebit projedionem 
illius Lines , quae ex contadu oritur. Hinc quoque patet fi 
eadem illa squatio quatuor habuerit Fadores imaginarios , 
tum Superficies fe mutuo in duobus pundis contingere. 

143. Quo haec plenius explicentur , inveftigcmus contadum 
Coni & Globi cujus Centrum in Axe Coni fit pofirum. 
dEquatio pro Globo eft + yy + xx = aa , pro Cono au- 
tem , (f — ^ )’ = m x x + nyy , pofito quod Vertex Coni 
intervallo f a Centro Globi fit remotus. Eliminemus hiuc 
variabiUm y , eritque 

(/ — { )' — na a — /t ^ + ( m — n) xx, 

pro projedione interfedionis in plano Coordinatarum x & f. 

Sit primum Conus redus , feu m = n , eritque 

r /it V( n ( 1 + n ) a a n ff) 

i i + n - 

Quare , fi fuerit /=nV(i+ n ), erit dupliciter { = 

» ideoque contadus erit linearis ; fcilicet per Cir- 
culum , cujus projedio in plano per Axem tranfeunte eft Linea 
reda ad Axem normalis. 

144. Pro Cono autem fcaleno, ubi m, funt inaequales, 
aequa no inventa videtur femper dare interfedionem , cum- 

Euleri Introduci, in Anal. injin, Tom, II. D d d 
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Arp;t:r>. tamen firpius nulla exiftat. Semper enim, (i quidem m fuperet 
~ n , prodibit sequatio realis pro prcjeclionc interibaionis : at 
vero notandum e(l realitatem projedionis non femper in- 
dicare intcrfe&ionem realem. Ut enim ipfa interfedio (it rea- 
lis non fu ilici t projedionem e(fc realem , fed infuper per- 
pendicula a projectione ad interfectionem diufta realia efTe 
oportet. Quamvis igitur omnis Curva realis habeat quafvis 
projediones reales ; tamen non viciflim ex realitate pro- 
jedionis realitas ipfius Curvae , qua: quaeritur , concludi po- 
tcft. Haccque cautela perpetuo probe ell adhibenda , ne rea- 
litate aequationum /quas pro proje&ionibus invenimus , abu- 
tamur. 

14 J. Hoc incommodum evitabimus , fi projedionem in 
plano Ordinatarum x & y quaeramus : quia enim in hoc plano 
nullum datur pun&um , cui non punftum in conica Superficie 
relpondeat , fi projedio in hoc plano fuerit realis , ipfa quoque 
inrerfedio erit realis. Cum igitur fit £ = V(aa — xx — 
yy), fiet ex altera aequatione 


f — V (afl — — yy) = \* (mxx + nyy) 

feu 

aa +ff — (1 -\-m)xx — (1 + n)yy=rfl (aa — xx — yy) 

porroque 

/ rr\‘ i(aa ff) ? , 1 ( aa ff ) ? « 1 1 

( aa ^ *(aa + jf) m $ x r ( aa + ff ’) n y ^ V = o 

(* + «)' ** + ! (1+*) (» + «)*•/ + (!+«)>’ 3 

unde fit 


a a //4- n ( a a -(-//) ( 1 + "O f i + 

U + n)‘ 

(T^y V («( x + n ) a a— nff+ (m— -n )( 1 +n)xx ) 

& 
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««—-//+»» (««+//) — ( l + m ) ( i + „ ) >-y + 

- l>+"0‘ 

VWi+^a — mff+(n—m ) ( i +m)yy) 

146. Ut igitur atquatio inventa habeat Fa&ores , oportet e(Te 
vel Jf = ( 1 + n ) a a vel ff =( 1 ~\- m) a a. Priori cafu fit 

naa — ** . rfx V ( m n ) 

yy ~ >h-/i) vc»-h»; ' 

unde , fi fit m minor quam n , necefle eft ut fit x = o & y = 

t a V — > & { = y ^ n y Dantur ergo duo punda 

contadlus ab Axe Coni utrinque aequaliter diftantia. Sin autem 
fuerit m major quam n, fumi debet altera aequatio 

„ „ maa ( 1 -j- n ) jy * i/yV ( n m) 

H ~m — 

qux realis effe nequit , nifi fit y = o ; quo cafu fit x = 
+ <2 V T ^ n ; & { = y (l *. m) . Hocque ergo cafu dabun- 
tur duo alia contactus pun< 5 ta ; conta<£tus enim exiftet in ea 
Coni parte , ubi elt ardtilfimus. Simili itaque modo in fingu- 
lis cafibus contactus judicari debebit. 

147. Modus autem longe facilior determinandi plana tan- 
gentia quarumcunque Superficierum deduci potefi: ex methodo 
inveniendi tangentes Linearum curvarum fupra tradita. Sit na- 
tura Superficiei , cujus plana tangentia quatrimus, exprefla atqua- 
tione inter tres Coordinatas AP = x , PQ=y , & 

ex qua definiri oportet pofitionem plani Superficiem in puncto 
M tangentis. Primum igitur confideramus fi Superficies se- 
cetur plano quocunque per punftum M tranfeutite , lectio- 
nis inde ortat tangentem in pundto M fitam fore in plano 
tangente. Quare , fi duarum hujufmodi feiftionum tangentes 

Ddd 2. 
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ArpfND. in pundo M invenerimus , planum quod his duabus redis tan- 
' gentibus definitur , ipfam Superficiem in pundo M contingere 
debere. 

14S. Sefetur ergo primum Superficies plano ad planum 
AP Q normalis , fecundum redatn QS parallelam Axi AP. 
Tum fimili modo fiat ftdio per pundum M pariter normalis 
ad planum APQ , fed fecundum redam QP Axi AP nor- 
malem ; feu , prior fodio fit normalis ad Axem AB , pof- 
terior vero ad Axem AP. Sit Curva EM prior fedio , 
cujus qutcratur tangens AIS reda: QS in pundo S occurrens, 
ita ut fit QS fubtangens. Sedio pofterior fit Linea curva 
F AI , cujus tangens fit reda MT & fubtangens QT. Qui- 
bus inventis planum SAIT Superficiem in pundo AI tanget. 
Duda ergo S T dabit interfedionem plani tangentis cum 
plano A P Q ; atque , fi ex Q ad S T normalis ducatur QR , 
tum erit QR ad QS uti finus totus ad tangentem anguli 
AIR Q , quo planum tangens ad planum AP Q inclinatur. 

149. Ponamus per methodum Tangentium fupra traditam 
inventas effe fubtangcntes QS=s & QT--=t ; erit PT= 
t — y , & P X = s — s -j ; unde fit AX =. x -f- dZ — 
Innotefcit ergo hinc pundum X , in quo reda S T Axem 
AP trajicit : &, quia angulus AXS = TS Q , erit hujus 
anguli tangens = ~ , ex quo pofitio interfedionis plani tan- 
gentis cum plano APQ cognofcitur. Deinde, ob ST= 
erit Q R= ^ tt) ’ P e ^ < l uam ® divida- 
tur QM prodibit tangens anguli inclinationis AIRQ = 
— P orro AIR normalis ducatur AIN , 
erit hax cum ad planum tangens , tum ad ipfam Superficiem 
in pundo M normalis. Ejus ergo pofitio colligitur e>: QN= 

Demittatur ex N ad Axem AP perpen- 
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dicularis N V , ob angulum Q N V = QS T , erit P V = Ckt. 

=■ QW & N W = Quare , fi hoc modo definia- 
tur pofitio pundli N in plauo A P Q, reda NM erit normalis 
in Superficiem. 

1 50. Quemadmodum interfedlio duarum Superficiorum per 
proje&iones indagari debet , fupra jam eft ollenfum. Inqui- 
ramus autem cujus ordinis futura fit projeflio , pro ordine, 
ad quem Superficies referuntur. Ac primo quidem duje Su- 
perficies primi ordinis , feu pians , pro inceriectione ejuf- 
que projedfione dant Lineam primi ordinis. Deinde quoque 
vidimus hanc projedtionem ultra fecundum ordinem adurgere 
non pofle , fi altera Superficies fuerit primi ordinis altera 
fecundi. Simili modo mani felium eft , fi altera Superficies fue- 
rit tertii ordinis altera primi , proje&ionem tertium gradum 
non efte tranfgrefluram & ita porro. Sin autem dus Lines 
fecundi ordinis fe mutuo feccnt , prcje&io interfeftionis erit 
vel quarti ordinis vel inferioris ; atque generaliter fi altera 
Superficies fit ordinis m , altera ordinis n , interfectionis pro- 
jedtio ad -akiatem ordinem , quam qui numero m n indicatur , 
nunquam referetur. 

1 5 1 . Quando neutra Supcrficierum fe mutuo fucantium eft 
plana , plerumque fe&io earum mutua eft Linea curva non in 
eodem plano conftituta. Hoc tamen non obllante fieri po- 
teft , ut tota IcvTtio in eodem plano fit pofitu ; id quod eve- 
niet fi amba: Superficierum aequationes jur.ftim fu nux huitif- 
modi tequationem a{-\-(ly-)ryx =f in fe compleflantur. 
Quod utrum eveniat , ex duabus aequationibus propofitis de- 
finiantur bina: variabiles { & y per tertiam x . liurquc * = P 

y = Q , exiftentibus P & Q Funftionibns ipftus x. Turi 
difpiciatur , an ejufmodi numerus n detur , ut in P -i* n Q 
omnes poteftates ipfius x fe mutuo tr.ua nt , praster infimam x 
& terminos conflantes. Quod fi eveniat , fueritque P + r Q 
= m x k , fedlio erit in eodem plano , hccque planuni 
indicabitur atquatione { ny m x + k. 
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151. Sint, verbi gratia , propofiti fequentes dua Superfi- 
cies fecundi ordinis altera pro Cono redo = xx + yy , 
altera pro Superficie fecundi generis elliptico - hyperbolica 
j { = x x + z yy — z ax — a a. Ex quibus cum fit x x + 
zyy — z a x — a a = x x yy , erit y = V( mr + ua) 
& { == x + 0 > quae ultima aequatio jam indicat totam fedio- 
nem in eodem plano e (Te firam , cujus pofitio determinetur 
aequatione {=x + <?. Hac igitur ratione plurima; quaeftiones 
ad naturam Superficierum pertinentes refolvi poterunt. Quse 
autem methodum hic expofitam tranfgrediuntur , ea; Analyfin 
infinitorum requirunt , ad quam fcienriam haec , quae his libris, 
tradita funt , viam praeparant. . • 
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